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    Triangular element FEM model based on modi6ed Boussinesq equations
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AbStraCt：This paper describes the FEM model with unstructu玎ed tTiangular elements based on the modiEed Boussiensq equations.At the points

of the boundary that the orientation of the boundary segment does not coincide with the global Cartesian axes，we mt玎oduce a locally  玎otated co—

ordinate system to  玎otate the Cartesian coo玎dinate to the new （n，T）  coordinate system，in which n is aligned with the outwa玎d noImal and T is

the tangent at the boundary node.The Adams-Bashforth-Moulton predictor-corrector scheme is used  for time integEation.Several numerical

simulations for test cases aFe employed to validate the model.By comparing the  玎esults with either experimental data or analytical solutions，the

model is capable of giving satisfactory predictions，and accuracy was imp玎oved by use of unstructu玎ed triangular elements.

Key w0玎dS：  modiIied Boussinesq equations；  triangular element；  numerical wave simulation；ir玎egular boundanes

    海浪作为海岸泥沙运动 、海岸变形等的重要影响因素 ，是海岸建筑物设计 的主要 条件之一 ，因此 较准确

模拟近岸区域 内的波浪传播情况 ，对于确定海岸工程设计波浪条件具有重要意义 。

    目前国内外用于波浪数值模拟 的理论模 型较多 ，如 Navier—Stokes方程 、缓坡 方程 以及 Boussinesq类 水波

方程等。Boussinesq方程包含 了弱非线性 及色散性 ，可 以较好地描述近岸 波浪 的演 化。Peregrinem给出经典

的 Boussinesq方程 ，但该方程只适用 于浅水 ，当 /̂￡>0.2时，方程所描述 的波 浪相速度 的误差将 大于 5%。

为了提高方程 的适用范围 ，近年来关于 Boussinesq方程 的研究主要集 中在 如何 提高 方程 的非线性 和色散性

上 ，为此研究人员提 出了多种改进形式的 Boussinesq方程。如 Madsen等‘2]  、Nwogu[3]  、Scha伍er和 Madsen[41  、Be.

ji  和 Nadaoka[5]  、林建国等[6]  以及邹志利[71等采用不同的处理方式给出改进 的 Boussinesq方程。

    目前关于 Boussinesq方程的数值求解 ，大多数采用有限差分法 ，如 Wei和 Kirby[8]  、Beji和 Nadaoka[5]  、Skot—

ner和 Apelt[91  、陈阳和严 以新[10]、詹 杰 民和李毓湘[  11]、周俊陶等‘121  给 出的有 限差 分求 解 Boussinesq方程模

型 。但是有限差分方法对 于波浪传播计算 中遇到的复杂边界 问题处理不够方便 ，而有限元法 由于其 可较好
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地处理复杂边 界而受到人们 的重视 ，为此 “ 等[  13]  、柳 淑学 等‘141  基于 Beji和 Nadaoka改进的 Boussinesq方程

的建立了有 限元求解模 型 ，提 出了处理方程中三阶空 间导数项 的方法 ，但其模型采用 四边形 网格 ，实际应用

不够灵活 ，同时模型 中对于与坐标 戈或 Ji轴斜交的边界处理存在一定问题 ；近来 Woo和 Liu[  15]基于 Nwogu改

进的 Boussinesq方程 ，建立适用于三角形网格 及不规则边 界有限元求解模 型。在柳 淑学 等所建立模 型的基

础上 ，采用三角形 网格建立有 限元求解模型 ，模型中对与坐标轴斜交反射边界进行 了特殊处理 ，使得计算模

型更适于实 际波浪情况 ，典型波浪传播 的模拟结果表 明该模型可较好地模拟波浪的传播情况。

l模型控制方程

    在有 限元数值模型 中，高阶空间导数项 的处理成为模 型建立过程 中的主要 问题 ，考虑 Beji和 Nadaoka提

出的 Boussinesq方程 连续方程仍保持守恒形式 ，只在动量方程 中添加波面空间导数的三阶项 ，处理相对较方

便 ，因此采用 Beji  和  Nadaoka给出的改进的 Boussinesq方程 ，即

    .    叩。+  V  -[（̂  +  叩）“]  =0    （  1）

    H。+（H  .v）H+g v叩  ：（1  +p）告 v[  v  .（  ̂口。）]  +p兽警v[  v  .（̂ v叩）]  一
    一 .。，

    .1    一’

    （1  +f9）6̂ v[  v  .（H。）]  一卢g等}v[  v 2 27]    （2）

式 中：  H=（u，秽）为沿深度平均 的水平速度向量 ；  叩为波面高度 ；矗= （̂z，Ji）为静水深 ；  g为重力加速度 ；V为

水平二维梯度算子 ；下标 ￡表示对时间的偏导数 ，口值取为 1/5。将时间导数项归并一起 ，式（1）和（2）按照标

量形式可以写为如下形式 ：
    ]    3

    仇+。孑石（HM）   +手：（胁，）   =o    （3）

    ‘+  u a戈+秽雾+g爱一警 ￡[骂譬 +鸣警]+譬 乏c竞+舅，  ：0    （4）

    s++  M。a戈+  口雾 +  g雾 一警 岳 [骂 譬 +鸣 笋 ]+譬 岳 c舞 +舅 ，   ：o    c5，

    u—p.考袅[絮}+萼警]+卢，等麦[；；：+。雾y]=  r    （6）

    秽  一p.专岳[警}+等 2]+卢.等岳[爱+雾]：  s    （7）
式中：pl=1  +卢，H=̂ +叩，c=a叩/ax，d=a7/ayo

2 有限元数值计算模型

2.1  有限元方程

    设求解域 为 n，取 W 为方程 （3）到（7）的权函数 ，则其 Galerkin加权余量式为 ：

    ll[  仇 +j毛（日。t）  +ay（日”）]  形d工dy  =o    （8）

  Ⅱ [̂ +  M爱 +秽雾 +g爱 一譬 ￡ [鸣 字 +a。   ，y’]+譬 毫 （凳 +舅 ）]形d戈dy=o  （9）

  Ⅱ [s。+  u爱 +秽雾 +g雾 一警 苦 [警 } +鸣 笋 ]  +譬 岳 （笔 +舅 ）   ]  形dxdy=o  （.o）

    Ⅱ {u一警 ￡ [警 } +鸣 警 ]+竽 麦 c爱 +旁 ，   }  形dxdy：Ⅱ，形d戈dy    c  .，，
    仃 ’ 。 n

    盯 {秽   一p.毒 杀 [警 1+萼 警 ]  +譬 岳 [舞 +舅y]  }  形dzdy：工丁s形dzdy  c.2，
    0 7    7 。    。    n

    采用常规 的有 限元方程离散过程 ，由式 （8）  。（12）可 以建立相应 的有 限元 方程 （详见柳淑学等[141  ）。为

使数值模型可更有效 的应用 于大范围计算 区域 和复杂边界情 况 ，模型单元采用线性三 角形 单元。由于方程

中存在波面 叩的三阶空间导数项 ，而线性 单元间一阶导数项不连续 ，因此在求解过程 中需 要确定各节点 上



波面 刁的空间一阶导数项。假定 ci和 di分别代表第 i节点上波面的空间坐标 戈和 ）i的一阶导数 ，其值 由该

节点周围单元内导数的加权平均来确定 ，即

    旷

    c；=麦薯杰c爱，一     c  -3，
    矿

    以=忐薯去c舅，“     c.4，
    I  ，

式 中：艇 表示节点 i周围的单元数 ；A；为 i点周 围第j个单元面积 ；A乞2聋 。袁 为 i点周 围所有单元面积倒数

之和 ；（爱 ）；F和（努 ）F分别为 i节点相关 的第j个单元 内求得的 i节点上波面 叩的一阶空间坐标 戈和 ）i导数 。

2.2  时间积分预报一 校正法

    时间积分采用 Adams—Bashforth—Moulton预报一校正法。整理后方程 （8）到（lO）对应 的有 限元方程可统一

表达为如下形式的方程 ：

    [M]  {.广}  = l  E}    （15）

式 中：，=z、r或 s，[  M]为总体质量阵 ，{  引 为以 叩，u，秽，c和 d为变量 的向量 。

    时间 t离散 为 n△￡  ，预报步采用 四阶显式 Adams.Bashfolth法可得 ：

    [M]  咿}  7nl  ： [  M]  {厂}  n  +铛羞[55{  EI  n一59{  E}  “一l  +37{  E}  “一2  —9{  E}  “一3]    （16）
    Z H

式中：顶标“。”表示为预报值。
    在（n+1）步的预报值 {  弓}  ，{；}  ，{；}  ，{  五I  和 {；}  求 得后 ，即可 算得 向量 {  E}  。校 正步 采用 四阶 Adams.

Moulton法 ，即

    [M]  {夕}  “+l  = [肘]  {厂}  “  +差 [9{雷}  “+l  +19{  E}  “一5{  E}  ”一I  +{  E}  “一2]    （17）

波 面 {  叩}  ” 1可 以直 接 求 得 ，{  u}  ‘1+1和 {  口}  ” 1通 过校 正 值 {  r}  “+1和 {  s}  0 1  由方 程 （ll）  、（12）形 成 的 方程 组 迭 代

求解[13_14]  。

    很 明显 ，由前 面时间步的变量值可 以求得右端项 ，问题可以归结为求 如下常规线性方程组

    [M]  {  石}  = l  F}    （18）

式中 ：{  戈}  表示欲求 的未知向量 {纠 ，{F}为方程 （16）右端项求得 的 向量。方程 （18）采 用如下迭代方法求解 ，

即

    [厨]  {  菇}  2“ ： （[厨]  一[M]）  {  石}  ‘  +{  F}    （19）

式 中：Z  为迭代次数 ，[厨]为一对角矩阵，其元素为

    frn慨 =0，  （  矗  ≠ i）

    {m̂̂  2  口‘“2’̂‘    （20）
    l —D ～D ～D

    【口  ： [∑ ∑ ，n版]÷[∑ ，，。。。]
    七=l i  =1    =̂l

式 中：ND为节点总数 ，当相邻两步迭代误差 为 max[戈2&+1  一咒2]  ≤0.001时迭代结束 。

    很 明显 （凡+1）时间步 的波面预报值 {，7}  “+1可 以由式（8）对应方程直接求 得 ，{矗}“+1  和 污 }” 1  通过方程

（11）  、（12）迭代求解 ，初值取上一步求得结果。迭代过程 中所形成 的线性方程 组 的系数 阵为非对称 阵，采用

双共轭梯度法[161求解。当满足式 （21）时 ，迭代结束 ，即

    △五：星量言型≤o.oo.，△；：星曼毒型 ≤o.oot    c2.，
    一    一    .    .
式 中：ui和% 为当前步的值 ，上标“*”表示上步迭代值。

    方程的求解过程中只用到乘法运算 ，从而编程时采用索引存储法 ，只存储上述方程 中二维矩阵的非零元

素 ，可以大大节省计算机的 内存 。同时为了使计算稳定 ，需要满足 CFL条件[13]：



    c。.天△‘_≤l    （22）
    一 ’m In

式 中：  c。为波浪代 表速度 ，不规则波浪可以取为谱峰频率 的波速 ，△￡为时间步长 ，△Zmi。为最小单元 的代表尺

度 ，取为三角形单元最小边长。根据计算经验 ，每个波长 内的节点数应大于 10个 。

2.3  边界条件

2.3.1 全反射边界条件
    全反射直墙边 界上 的法 向速度应为 0，即

    u凡。+  秽ny=O  或  M  .  n  =0    （23）

式 中：  n=（  ‰，n，）为边 界外法 向单位矢量。对 于与 z轴平行 的边界 ，应满足 口=0，同理对 于与 y轴平行边

界 ，应满足 u=O，在上述有 限元方程 中较易处理。然而相对 于坐标轴斜交 的全反射边界 ，不能简单的确定该

处 u和 秽值 。但 该处法向速度仍为 0，只需求解该处切向速度 ，因此在与 戈、y轴不平行 的全反射边界点 ，将

现有边界点 的笛卡尔坐标做一转换[  17]  ，使得（z，y）坐标转为（  n，n 坐标从而在边界点可求解切 向动量方程。

其中 凡：（  n，，n，）为法向向量 ，丁：（t，，f，）为切 向向量 。在边界交点处 ，法 向向量可按下式确定[  15]  ，即

    n=  II nl+  n2 II    （24）
    l  I n l +  n 2 l  I

式中 ：  n，和 凡2分别为两相交边界各 自法 向向量。因此边界点处切 向动量方程可写为

    瓦{“  +p.喜￡[弩}+骂警]+p.等￡[爱+雾]}+

    巧{  勘  +p.喜岳[弩P+掣 -]+p.等苦[爱+雾]}=巧+和  （25）
    显然 ，边界处 的速度满足式（23）和（25）条件 ，且若 已求得 u（或 移）则可确定 秽（或 M）  ，为 了避免 心、n，值

太小而作为分母 ，现令边界点外法线与 戈轴正向的夹角为 日，将边界作如下划分处理 。

    当（号 <臼≤萼 ）或者 （萼 <臼≤萼 ）时，有 ：

    fⅡ{  c  形+譬形差差 +鲁̂ 署 差 +鲁鼢 差￡+譬 ẑ署 ￡，  +

    l  乏c譬肜考凳+譬̂ 号 差+鲁贶考袅+譬̂ z考 ￡，  }  “dn

    l  ：一Ⅱ{譬形凳劈+譬̂ 等骜+鲁鼢凳南+譬̂z碧专+
    {    n — 。    （26）

    l  乏c  W+譬形薏碧+譬̂ 考 鸶+鲁贶考专+譬 ẑ琴 弓，  }  秽dn+

    I  Ⅱr形dn+.薏Ⅱs删n
    l    力    一 n

    I    ，

    【秽=一‘表（nxu’

    当（  一号 <臼≤{ ）或者（荨 <口≤荨 ）时 ，有 ：



    “Ⅱ{c  W  +鲁形等氅 +p2’̂筹 碧 +鲁贶雾杀 +p1̂2考 岳，  +
    J n —

    I  考c譬形凳 莺 +pzl̂署 雾+鲁耽恶毒+譬 ẑ署 岳，  }  秽d.r：

    1  ：一Ⅱ{c譬W碧差+p21̂筹 氅+鲁耽雾袅+譬 ẑ筹 袅，  +
    j    n — 。    （27）

    I  考c  W+譬形氅髦 +p21̂署 氅 +鲁耽 凳毫 +譬 ẑ警 ￡，  }  Md.仃  +

    I    盯。形d.o+.争 lf，形d.o
    I oo ly喘

    I    ，， .
    lH=一÷ （n，秽）
    ’1

2.3.2  吸收边界条件（开边界）

  .为了避免在开边界处波浪反射 回计算 区域 ，保证计算精度 ，所用模 型在吸收边 界前面设 置海绵层 ，对波

浪进行衰减。采用 Larsen和 Dancy[18]建议的方 法 ，在海绵层 内 ，每一时间步后 ，波面 叩和水平速度 （  u，移）除

以 卢（z，y）。参数 ，M（z，y）由下式确定

    ∥（戈，）i）   ： f：xp‘‘2—87△8—2一t7△4'1n口1 7≤ d  ，≤ 以     （28）
    L l    d 。 < d

式中：d表示海绵层节点至边界的距离 ，￡、d表示单元典型尺寸 ，d。为海绵层宽度 ，口为一常数 ，该处取为 4。

    经过海绵层的吸收 ，仍会有较少波浪传至边界 ，但是反射波再传入计 算 区域之 前还会再 次通过海绵层 ，

因此实际上 只有很少 的反射波浪能量能进入计算 区域 ，实践表明 ，这部分反射波 浪对计算结 果影 响不 大 ，在

边界前设 置海绵层的方法能够达到吸收波浪的 目的。

2.3.3  入射边界条件

    在入射边界 ，给定入射波 的波面 17.  ，其沿水深的平均速度 （  u，u）可以通过下式求得。

    MI  =  后6ûz7Icos口，  钉1  =  蠡n̂z7Isin口    （29）

式中 ：臼为相对于 z轴 的波浪传播方 向角。

    为 了消除由静止到水面波动引起的高频波动 ，采用类似于吸收边 界处 理方法对 入射波浪 的前一两个波 ‘

进行人为衰减 ，使波浪逐渐增大传入计算 区域。实践证 明该方法能有效抑制这种高频波动 的产生 ，衰减函数

可写为

    ，“（x，y）： f，xp‘‘2一‘7△‘一2一‘7△‘’   1n口1    0  ≤ t  ≤ ￡5    （30）
    L l    ￡。 <  ￡

式中：￡。为进行人为衰减 的总历时 ；a为一常数 ，该处也取为 40

3模型验证

3.1  吸收边界效果验证

    在数值计算 中，一般应避免开边界处引起的反射波浪进入计算 区域而污染计算 区域 ，影响计算结果甚至

使计算无法进行 。为了观测 吸收边界的处理效果 ，对规则波在水槽 中传播 进行 了模拟 。水槽长度 为 15 m，

宽度 0.8 m，常水深 ^=0.5 m。计算采用 4 818个单元 ，2 621个节点 。水槽左端 为造波边界 ，右端 为吸收边

界 ，边界前设置 3 m长海绵层吸收波浪 。图 1给出了波高 日为 0.03 m，周期 r为 1 s的规则波在 49。50 s不

同时刻 的计算结果 。可见尽管波浪传播 了较长时间 ，但是还能较好 的符合给定波浪条件 ，说 明本模 型采用三

角形 网格后 ，仍然可以达到较高的精度 。上述结果表 明，模型 中所用海 绵层 可 以很 好 的起 到吸收波浪 的作

用 ，进入计算区域 内反射波浪很小 ，对计算结果影响不大。
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    图1  规则波（日=0.03 m，r=1.0 s）

    Fig.1 Regular wave（  日  =0.03 m.r=1  .0 s）

3.2 孤立波的传播计算
    为了检验计算模型 的稳定性 和守恒性 ，对孤立波长距离传播进行 了模拟 。波浪水槽 的长度为 200 m，计

算采用 36 002个单元 ，20 010个节点 ，常水深  ̂ =0.45 m，入射波高为 0.015 m。图 2给出了不同时刻数值结

果和理论结果 的比较情况 ，可见符合情况很好 。说 明所用模 型稳定性和守恒性较好 ，可 以适用于长时间波浪

计算模拟 ，同时模 型采用线性三角形单元 ，精度也能满足要求。

3-3 雾 是 耋蓦 笺 錾 签 荟 累雪翼‰ 模拟情况 ，对封闭 0 060广_三j磊磊—————————— 六：1。

方形水池 中水面晃动情况进行了模拟 。方形水槽尺寸  o.060 r—————————————7E ：—■ ]

为7.5 mx7.5 m（厶×￡，）  ，常水深  ̂ =o.45 m。水池曼 r——————————矿—— ———]
四边为全反射直墙且与z  、y轴平行，坐标原点位于水擘o.030I f、— j/《15 8 1
池一角。为了验证模型对相对于坐标轴不同斜向边界 I，， —/迂25 s————.— ———— —— l

篱翳篇誓篙翕 篙篓鬻 皇雾。.oooJ华 —产 —扩 —育—jo
    五 ， m

形状水池 内液体晃 动情况 进行 了计算 ，计算分别采用

12 612、22 5lO和 22 510个单元 ，初始波面取  珈（戈，Iy）    图2  不同时刻孤立波波面曲线

为Gaussian形，即 Fig.2 sp如1 p旆le8 0'  sohy  ”8”8  砒Va面us  黼 nb
    珈（∥，y’）   = Hoexp{  一2[  （z 7  一n）2  +（   y 7  —6）2]  }    （31）

式 中：∥ =菇cos口一ysin口，y’  =zsin口  +  ycos口，口  ：3.75cos臼  一3.75sin口，6  =3.75sin口  +3.75cos臼，臼为计算 区域

绕原点逆 时针旋转角度 ，凰 分别取为 0.045 m和 0.45 m。

    图 3和图 4分别 给出了 ‰ =0.045 m和 风 =0.45 m两种情况的角点和 中心点模拟计算结果 和线性理

论结果相 比较 。对于 风 =0.045 m的情况 ，由于其非线性较 弱 ，数值结果与线性理 论结果吻合较好 ，说 明采

用三角形 网格计算模 型精度满足要求 。由图 4可 以看 出 ，凰 =0.45 m时 ，由于其非线性影响较大 ，用线性理

论计算的结果 和本数值模拟结果有较大差别 。由于非线性影 响，波峰有 变尖 窄 ，波谷有变坦 的趋势 ，并且波

动的相位产生一定差别 ，这与 Wd和 Ki衄 [81用差分及柳 淑学 等[143用 四边形单元有 限元 求解 的结果是一致

的。图 5同时给 出了 凰 =0.045 m和 风 =0.45 m时不 同转动角度在 ￡   =20 s时的波面分布。从图 3～5结

果可见 ，三种不 同角度情况模拟结果基本一致 ，说明本模型对于与坐标斜交 的反射边界处理是有效的。

3.4  椭圆形浅滩上 波浪折绕射计算

    为了检验本模 型对 波浪绕射折射模拟情况 ，对 Be瑚础 等[  -9]所做的椭 圆形浅滩上 的波浪折 、绕射物理模

型试验进行 了数值模 拟。计算 区域长度为 24 m，宽度为 20 m，坐标原点取在椭 圆形浅滩 的中心 ，区域 内的水

深为
    ，    ， f0.45    ∥ <一5.82 ，，，̂、
     ̂ = 九。 = 1 ， 、    LjZ，
    3    L0.45  —0.02（5.82  +  戈7  ）  戈’  >一5.82

河滩边界为（戈’  /3）2  +（y’  /4）2  =l  ，河滩上水 深满足下式



    h  = 。̂一0.5[  1  一（z’  /3.75）2  一（y7  /5）2]  +0.3

式 中：  z’  =  zcos200+  ysin200，Iy7  =  一zsin200+  ycos200，地形分布如图 6。
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    Fig.5 Free.surface contours at time  ￡  =20 sfor di巧erent cases



    工，m
出，两种数值计算结果基本一致 ，其差别可能是 由于二

者所采用 的控制方程不 同引起 的。同时数值计算结果    图6  地形水深等值线及 z  =30 s波面轮廓

与试验结果符合较好 ，说 明所用三角形单元有 限元 模    Fig.6 con'our o‘  ‘he waler dep'h and  'he‘‘8e—sur'ace
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    图7  椭圆形浅滩上个断面波高比较

    Fig.7 Comparisons of wave heights along speci矗ied sections

3.5 圆柱周 围波浪涌 高计算

    为了验证模 型对复杂边界 的有效性 ，对 Isaacson[19]关于圆柱爬高的物理模型试验情况进行 了模拟。图 8

为计算区域 网格 剖分情 况 ，共 7 047个三角形单元 ，3 641个节点 。为了更好的模拟 圆柱边缘波浪情况 ，在 圆



柱边界处对 网格进行 了加密 ，这也是三角形网格的优势之一 。水槽长 6.4 m，宽 3.4 m，常水深  ̂ ：0.08 m，圆

柱位于水槽 中间，半径 r=0.25 m。造波边界位于左侧 ，右侧边界设置宽度为 1  .5 m的海绵层 。图 9为数值

解计算结果与其他数值模型结果 以及 试验结果的 比较 。“ 等[  一3]计算该算例 ，将 圆柱边 界处 的速度 u、口都

取为 0，这种近似对计算结果产生一些影响 ，相比较而言 ，本模 型由于对 与坐标轴斜 交的全 反射边界进行处

理 ，可以适用于任意方向边界计算 ，同时加密了圆柱边界附近 的计算 网格 ，因此所得结 果更 加接近试验所测

得结果。

    五，m    0，（o）

    图8  圆柱周围波浪爬高计算区域网格剖分    图9  圆柱周围波浪爬高结果比较

    Fig.8 Finite-element mesh for wave mn-up a∞ound the Fig.9 Comparison of wave Iun up aDound the circular

    cincular cylinder    cylinder

4结  语

    基于 Beji  和 Nadaoka提出改进的 Boussinesq方程 ，建立 了求解波浪传播 的数值计算模 型。为了更好 的模

拟不规则 区域 内波浪传播情况 ，着重对全反射边界进行 了处理 ，尤其对于与坐标 轴斜交 的边界 ，采用坐标转

换的方法 ，建立边界切 向方程 ，从而可较精确地计算边界处波浪速度 ，提高波浪 传播 的模拟 精度。同时模 型

采用三角形 网格 ，可以充分利用有限元方法对边界适用性强以及局部可加密 的优点 ，使得模 型具有更好的适

应性 。典型算例结果表明，建立 的数值计算模 型，对于复杂边 界具有很好 的适 应性 ，并可 以很好 的模拟非线

性 波浪的传播运动 。
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