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1  定义与符号

    本文考虑增长 曲线模型

    f Xf= 4BC+ ei
    l  户X月    口×I

    I×Ej）  一 n

    l v。，rcl——.— 2̂

    I v。rrE。一、：
    【 ‘（岛 ，毛 ）  = O  i ，j  = l ，2 ， ⋯ ，优 且 i ≠ J

其中 U≥0，y≥O，A，C均为 已知矩阵；B和 拜（i=l，2，⋯，撒）是未知参数 ，E是矩阵 ￡按列拉直

而成的向量，LrOy表示乙r和y的Kronecker积.
    对上述模型 （1），当C一，。，U=J。，y>O时，陈清平‘13给 出了 5种不同形式 的准则下可容许

的充分必要条件.本文讨论一般情况，解决了文献[1]提出的将U>0，y>0推广到U≥0，y≥
0的问题.文献[1]的所有结果都是本文的特例.

    如果 K，。，和 L.  ×z满足 彩 （K’  ）∈彩 （A’  ）和 历蟊髟（L）c历蟊髟（C），那么称线性 函数 KBL是可估

的.此处 彩 （L）表示 L张成的列空间.

    设d是KBL的估计，本文考虑如下风险函数
    R（d，KBL，口}，⋯，口二）  = E（d  — KBL）  （d  一 KBL）’    （2）
    ∥
    在估计类 了 中 ，d∈幺 是 KBL的 缸可容许（志=1，⋯ ，6），并记为 d～KBL，如果在 钐 中

不存在 d.志一优于 d.其中 d.小优于 d的定义为 ：

    （1）  tr[R（d.  ，KBL，盯2，⋯，以）]≤tr[尺（d，KBL，斫，⋯ ，以）]且存在 （B。，斫。，⋯，以。）使严 格

不等号成立.

    （2）  1.[R（d，  ，KBL，斫，⋯ ，以）]≤A.[R（d，KBL，斫，⋯ ，以）]且存在 （Bo  ，斫。，一，以o）使严 格

不等号成立 ，其中 A.（A）表示 A的最大特征根.
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    （3）  R（d，  ，KBL，斫，⋯  ，以）≤R（d，KBL，斫，⋯ ，以）且存在 （Bo，斫。，⋯，仃2。。）使

    R（dl  ，KBL，斫，⋯ ，盯：.）一R（d，KBL，斫，⋯ ，J：）≠0

    （4）  A，.ER（d，  ，KBL，斫，⋯ ，畦）]≤九[尺（d，KBL，斫，⋯，畦 ）]且存在（Bo  ，斫。，⋯ ，以。）和 i。使

严格不等号成立.其 中 ，九（A）表示 A的第 i  个顺序特征根.
    上    ^

    （5）II、 [R（d.  ，KBL，拜，⋯，砖）]≤Ⅱ A..[R（d，KBL，斫，⋯ ，畦）]且 存在 （B。，斫。，⋯，砖。）
    fIl    lI l

和 点。使严格不等号成立 ，l≤k≤厶
     ̂   ^

    （6）∑ 九[R（d.，、KBL，西，⋯ ，靠）]≤ ∑ A..[R（d，KBL，斫，⋯ ，以）]且 存在（B。，斫。，⋯，厶 ）
    i_l    ，ll

使严格不等号成立.

  估计类为

    了 一 {  ∑ DixjFi  ，D，A  = K，D，为 ￡  ×户阵 ，E 为 砚× z  阵，‘  一 1，⋯，搬）
    i暑l

    拼 _I

    。（彩，一 {  ∑ D，xiFi  ，∑ D，xiFiEs夕，D，y≠ o，‘  一 1，⋯，研}
    汹 l    izl

    m ，竹

    够。一 {  ∑ BxiFi+  M，∑ D，x。F.∈乡 .  ，M 为 ￡  × z  阵 }

2 影，中的可容许估计

    引理 1  对一切 （B，斫，⋯，靠）有
    啊    州

    （1）  尺（∑ D.x.Fi.  ，KBL，盯}，⋯，口z。）≥R（∑ D，A）}.cF.  ，KBL，盯；  ，⋯ ，dz。）    （3）
    fIl    iIl

且（3）等号成立的充要条件为对任意 i（i一1，2，⋯，m）满足下列条件之一 ：（i）UF，≠0，Diy=0 5

（ii）  UF，一0，D，.y≠0；（iii）  UFi—0，Diy=0时 ，则 D.PAy一0，UPfF，一0有一个成立 ；（iv）  UF，

≠=0，Dfy≠0

    D.y  = DiA（A’瓦‘A）一A7丁i 1厂    （4）

    ∥.U  — F'iC（C’丁2+C）一  C’丁≯  U    （5）

此处
    DjA又？CFi= D.A（A’丁产  A）一A'T}X.7≯C’  （C丁2+C’  ）一CF，.

    rl=y+AA7  ，丁2一U+C7C
    m    辨

    （2）  R（∑ DIx.F，  ，KBL，口；，⋯ ，盯2）：∑ 盯2tr（F：uF，.）DiyD：.+
    i_l izIl

    m    埘

    （∑ D，ABcF，.一KBL）  （∑ D.ABcF，一KBL），
    il  l    i=-I

    埘    州    辨

    R（∑ D.A叉jcF，  ，KBL，a{，⋯，dz）：（∑ D，ABcF，.一KBL）（2—jD，ABcj、，一KBL），  +
    ill    i=l    ，墨l

    ∑ 口2tr（F：PcuPcFi）  D，PAyP：̂D：.
    i=l
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此处

    PA一 A（A’  丁i A）一A’丁产，Pc= 丁2 C’  （C丁2+C？）一C

（3）  若∑ Dix，Fi+ME—够 ，尺 为列满秩，则有
    jIl

    R（∑ D，xiFj+  Af，KBL，口{  ，⋯，盯：）  一

M。满足

R（∑ D，（x，+  AM.c）Fi  ，K（B  +  Mo）L，斫，⋯ ，畦 ）  +
    fIl

M（，一 P（、∑cFi
    .II

L），= KM。（∑ cF，  一 L）
    .一I

    引理 2  将引理 1的 R（Ⅳ）改为 或[尺（N）]（i一1，⋯，6），引理 1  的所有结果仍然成立.其

中
    西l[尺（Ⅳ）]  一 tr尺（Ⅳ），02[R（Ⅳ）]  = Al[R（Ⅳ）]，西3[R（Ⅳ）]  一 R（Ⅳ），
    上    上

    蛾[R（Ⅳ）]  = A，[R（Ⅳ）]，西。[R（Ⅳ）]  = Ⅱ 九[尺（Ⅳ）]，西。[R（Ⅳ）]  一 ∑ 凡[R（Ⅳ）]
    ，tl    ，置l

  证略.

  考虑线性模型

    f y，一C节+Pi
    l E  （y，）  = C叩
    ≮  .    （6）
    _’u‘kl

    L Varoar（y
    a r （ y ，  ， y j ）  一 0 ， i  ≠  J ， i ， 歹  = 1 ， ⋯ ， 扰

和二次损失

    （d  — L'p）’  （d  — L叩）    ‘    （7）

其中 C，U，L分别为模型（1）和 （2）的 C，U，L；p∈尺‘  和 井（i一1，⋯ ，m）为未知参数.

    肘，
    引理 3  在模型（6）及 （7）下 ，若 ￡，  p可估，则 ∑ F，  iyi是 L，  卢在 齐次线性估计类中可容许
    J=  l

估计的充分必要条件是 ：
    m    m-

    （1）  F，  lu一志lF，  u，⋯ ，F。.u一点，。F，  乙！，kl  ，⋯，k≥o，∑ 五，：1，F一 ∑ Fj
    i置l    ，-l

    （2）  F'U—F℃’  （CTz C’  ）一C对 U

    （3）  F'  C'GCF≤L7G'  CF

    （4）  锄7（F'C’  一 L’  ）一 锄7[（F'  C’  一L’  ）GL’  ]，其 中 ，G= （C了≥C’  ）一C7Z≥U丁2 C’  （CT}  C’  ）  —

    证略.

    、    吒
    定理 1  在模 型（1）和（2）下 ，若 KB：可估 ，且 （4）  ，（。）成立 ，则 ∑ D，x，F，.—，KBL充分必

吒
闸∑
㈨

胛 
  
 略

 
  
 证
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    二
要条件是在模型（6）和（7）下齐次线性估计类中2jF：y，～L'  p.其中，志=1，2  ，⋯，6.

    证  明  只证 明 五一3时成立 ，其它情况类似可证.
    m ，付

    必要性  若在模型 （6），（7）下 ，存在 L，p的估计 ∑ B，  iy，优于 ∑ F，  ，y，  ，则有 、
    i一 1    汹 l

    trB'UBi≤  trF：UFj  ，i  一 1，⋯，优
    m    m    m    辨

    （∑ Ec’一 L’）’  （∑ Bic’一 L’）  ≤  （∑ F：c’  一 L’）’  （∑ FIc7  一 L’）
    ，=l    ，=l    i=l    i=l

且当（8）式的等号都成立时
    m    m    m    m

    （∑ B：c’  一 L’）’  （∑ B：c’  一 ￡’  ）  一 （∑ F：c7  一 L’）’  （∑ F：c’  一 L’）
    汹 l    i=l    i=l    ，一  l

故可得
    ，竹    m

    —R（∑ ”V，ABcB.  ，KBL，盯：  ，⋯ ，仃三）  ≤  尺（∑ DixiFj  ，KBL，d{，⋯，盯刍）
    j=I    i—l

由（8），（9），（10）式知存在 （Bo+斫。，⋯，靠o）使（11）式等号不成立.

（8）

（9）

（10）

（1 1）

    ∥I
    因此 ，∑ Ⅳ，ABcB，优于 ∑ D，xiFi  ，这与 ∑ DixiFi～KBL矛盾.故必要性得证.
    ，置l    igl    i=1    3

    ，竹    m

    充分性  若存在 ∑ NixiBi∈幺 .优于 ∑ D，xjF，  ，则对一切（B，a{‘，⋯ ，以）有
    i=l    i=l

    m    坍

    尺（∑ ”Vi）（0Bj，KB—L，a{，⋯ ，盯2）  ≤  R（∑ DjxFi  ，KBL，a{，⋯，《）    （12）
    净 l 恼 l

且 存在（Bo  ，df。，一 ，靠o）使等号不成立.

    由（12）式 ，可以推得

    trB：UB，≤ trF：UF，  ，i  一 1，⋯，加    （13）
    埘    坍    啪    肘

    （∑ cBi  一 ￡）（∑ cB，  一 L）’  ≤ （∑ cF，  一 L）（∑ cF，  一 L）’    （14）
    i=l    j=l    i=1    i=l
    m    m    m

且 至少有 一个等号不成立.因此 ，在模型（6）和（7）下，∑ 耳y，优于 ∑ Eyi  ，这与 ∑ jr：y.—，L∽
    j=l    j=I    i=l

相矛盾.故充分性得证.

    由以上引理及定理 ，得到如下结果 ：

    定理 2  在模 型（1）和 （2）下 ，若 KBL可估，则下列条件是等价的
    m    m
    5，l Sfl

    （1）∑ D，xiFi22 KBL  （2）∑ D，x，F，～KBL
    i=1    1    ，薯l    2

    埘 ，坩
    5，l 垒9l

    （3）∑ D，x.F，7 KBL  （4）∑ D.xiFi～KBL
    i=1    3    j=1    4

    5，I 5，l
    （5）E D.xiFi.～KBL  （6）∑ D，xiF，7～KBL
    S    i=1    6
    i=l

    （7）  （i）  Diy—DiA（A'  Ti A）一A’  丁i y

    F：.U—F：.C（C”Z'2 C）一C’  丁2 U，i=l，2，⋯ ，搠

    FlU    F，U . F。U  志，，.F，  U    0    。  0 、  ki  l  ，F一2J.F
    （ ii  ）  F ju 一 点 .F ’乙 r ， ⋯ ， F l y = 志 。 j ” u ， 志 ， ≥ o ， ⋯ ， 志 。 ≥ o ， 乏 ： 岛 一 1  ， F 一 ∈ 7j
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（iii）  F'  C'GCF≤L'  G7  CF

（iv）  历2髟 （F'C’  一 L’  ）= 锄 ，[（F'C’  一 L7  ）GL’  ]

3  彩 中的可容许估计

定理 3  在模型 （1）和（2）下 ，若 KBL可估 ，则下列条件是等价的 ：
    ，竹    ’m
    g2    吒

（1）∑ Dix.F，+M～KBL  （2）∑ D，x，F，+M～KBL
    i=l    l    f_I    Z

    ，— ，叶
    %    g 2

（3）E D，x，Fi+M～KBL  （4）  .—：Dix，F.+M～KBL
    i=1    3    ，Il    4 .

    埘    辨
    毛    ‰

（5）∑ D，x.F.+M～KBL  （6）∑ D，x，F，+M～KBL

    %
（7）  （i）∑ D，x.F，。～KBL，五一1，2  ，⋯ ，6
    ，-l    上

（ii  ）  M = MP（∑cF，一L，
    ，=l

证略.
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ADMlSSl  BLE LI  NEAR ESTl  MATE OF A COMMON
MEAN OF REGRESSION COEFFI  CIENTS

Ⅳ口ng Ẑi2̂ong .Ẑ 口以g GP雄优fng

（Department of Applied Mathematics and AppIied Software，CentraJ South

    University of Technology，Changsha，410083，China）

ABSTRACT

    In this paper，we consider the admissibi  lity of l  i  near estimates of a common mean of re—

gression coefficients in growth curve molels.  We give the necessary and sufficient conditions

under six different optimality and prove that they are identical in the class of homogenous

and nonhomogenous linear estimates respectively.

Key WOrdS  statistical models；  mean value；  admissibility


