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摘要：缓坡方程被广泛地应用于描述波浪的传播变形计算，目前一般采用矩形网格

求解．将计算域剖分为任意四边形网格，以格林公式为基础，在变量沿单元边界线性

变化的假定下，对双曲型的波能守恒方程、波数矢无旋性方程进行离散，同时通过等

参单元变换推求节点偏导数值以离散椭圆型光程函数方程，从而建立了任意曲线边

界条件下缓变水深水域波浪传播的数值模拟模型．将模型应用于平行直线型等深线

地形，并将计算域剖分为不规则四边形网格，对不同入射角、底坡、波高等多种组合情

况比较了数值解与解析解，结果表明两者一致．应用于复杂边界的实例，数值模拟结

果与物模实验值基本 吻合 ．
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1  引言

    当把缓变水深水域波浪传播模型用于数值模拟较大范围波浪场时，比较多的是将计算区

域剖分为规则矩形网格，进行有限差分离散．虽然有限元法对边界具有较强的适应性，但由于

用该法求解缓坡方程时需要对全部计算域进行联立求解，并且所求解的方程组并不是对角占

优，所需计算机内存较大、计算耗时长，故只适用于小范围的计算域[1] 对实际工程所经常遇

到的任意曲线边界，如果将不规则曲线边界的物理区域变换为规则边界的矩形区域进行有限

差分离散，也还存在着局限性．变换的方法包括解析变换和数值变换．解析求解正交曲线坐

标系只适用于简单、典型水域边界；若进行数值变换求解则需要进行两种近似，即坐标变换和

控制方程变换，求解过程复杂并且会导致求解精度的降低．直线斜交曲线[2 J虽适用于折线形
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边界，坐标及控制方程变换较为简单，但不适用于折线边界与口门夹角等于或大于 900．本文

以任意四边形网格剖分计算域，以格林公式为基础，离散双曲型的波能守恒方程和波数矢无旋

性方程，通过等参单元变换推求节点偏导数值[3--7]以离散椭圆型光程函数方程，建立了大范

围任意曲线边界条件下缓变水深水域波浪传播的数值模拟模型．在地形为平行直线型等深线

这一特殊地形，并将计算域剖分为不规则网格这一情况下，比较解析解和数值解．将模型应用

于 曲线边界的实例 ．

2 缓变水深水域波浪传播的数学模型

    Berkhoff[8]提出的缓坡方程，是用线性波浪理论研究近岸波浪传播变形的基础方程．众多

学者围绕缓坡方程的数值求解方法、方程的简化与近似和方程的改进等做了大量研究．洪广

文[9]提出了考虑能量耗散作用的缓变水深水域波浪传播理论模型，其表达式可概括如下：

    (1) 波浪传播的缓坡方程为

    苏l芳+ 叫。J垂· V·(瑟gV垂)+ (；2+ J  k2甜g)函= 0，    (1)

式中，J= g{fF V2Fdz+F即 V h l。一̂}≈o(a2)；
    ：̂

    (2) 波数守恒方程为

    _aK + ％ ：0。

或 cc，为常数(定常波情况)；

    (3) 弥散关系式为

    卜 gktanh(kh，=∞2(·+警 )．
    (4) 波数矢无旋性方程为

    V ×K = 0．

上述各式中，

    F(h㈡=唑辫 ；
波动速度势为

    9 (z ，Y，z，t) = F (h ，z )垂(z ，Y，t)；

复振幅为

    西(z，Y，t) = 一一igR (z，Y，t)ei口‘。，y，。’；

    K = V缈；    (8)

能量耗散系数为

    硼“=掣 fk且sinh(kh)3=g sinhl,kh／1 3；    (9)    硼 = ■■一 l — — I ；    I y  J

    ＼    、  ’

h (z，Y)为水域水深；g 为重力加速度；R = H ／(2w )，H 为波高；k 为不考虑绕射作用时的波

数；K 为考虑绕射作用后的波数；∞为圆频率；，。为底摩阻系数．

(2 )

(3)

(4 )

(5)

(6 )

(7 )
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    为便于数值计算，将式(7)代入式(1)，分离实部和虚部可得到由波作用守恒方程和光程函

数方程所组成的与式(1)等价的控制方程组．考虑定常条件下的波浪传播，将波数矢无旋性方

程、波作用守恒方程和光程函数方程分别化为便于数值计算的下列表达式：

    波数矢无旋性方程为

    亟．．等=03x  y  ；    (10)    a    ’    、1u 7

    波作用守恒方程为

    j3(H2亡g争)+3为(H2cg争)__叫碱H    …)
  光程函数方程为

  K2“ +吉》 缈 爿筹掣 +哥等 ]_譬 m，
3  边界条件

3．1 固壁边界和开边界

    洪广文等[2]建立了考虑固体界面具有不完全反射特性的边界条件，其边界条件为第三类

(R obin)边界条件，具体表达式形式见文献[2]．

3．2 起始边界条件

    起始边界多为外海边界，事先给定波要素如入射波高 H +，波周期 T +和入射波角 a +

4 控制方程的离散

    因为波数矢无旋性方程和波能守恒方程都是双曲型方程，而且波能主要是沿波数矢方向

传递，故上述两个方程难以应用有限元法或任意四边形等参单元差分法．利用格林公式可将

单元的面积分近似地用单元节点的函数值表达，所以将沿着上述思路离散波数矢无旋性方程

和波能守恒方程．因为光程函数方程为椭圆型方程，并且直接求解节点的值，故将通过对单元

的等参变换推求节点偏导数表达式．因此，采用这两种离散方法可建立简便的适用于以不规

则网格剖分任意曲线边界的控制方程离散格式[5]

4．1  波能守恒方程及波数矢无旋性方程的离散

图 1

    利用格林公式将图 1 中的面积分转化为线积分：

    ．j『(筹·o_v，)d啦=手L(eaz+蛐)’(13)
    式中，L = L 1+ L 2+ L 3+ L 4；P ，Q 均代表函数．设单

    元编号为 e，根据二重积分的中值定理，在 g单元内肯定

    存在一点(z o，Yo)使得下式成立：

。  (煎一o_p3x 3y j(x 、=圭JJ．(塑·望j dz蚍(·4)。    I    ／0'Y0)一s。JJ＼3x  3y／“ 叫八”’

    假定函数在单元边界上为线性变化，应用格林公式近似
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有下列两式成立：

筹k 蚶=j1也[Q(1∽A(1㈠+Q(2㈠A(2㈠+
    Q (3，e)A (3，P) + Q (4，e)A (4，e)]，

五OP k y。)=瓦1[P(1，P)B(1，e)+P(2，已)B(2，P)+
    P (3，P)B (3，P)+ P (4，e)B (4，P)]，

式中，S。为任意四边形的面积，并且

    s。=号{l zX21；：1 I+J z21：2。；。2 J+l z‘T。3；。3 l+{zX4。；4。I
    A (1，P)= Y2 - Y4；A (2，P) = Y3一-Y1；A (3，P)

    = Y4 。。Y2；A (4，e) = Y l 。Y3；

    B (1，P)= z 4  z 2；B (2，P) = z 1  z 3；B (3，e)

    = X 2 X 4；B (4，P) = X 3 一z 1．

(15)

(16)

(17 )

(18)

(19 )

函数，在P单元上的积分『陟妇dy可以近似表示为
    ％

    肛dzdy=叫，㈦d    (20)
式中，W i为权重因子，这样，将偏导数的面积分用节点的函数值近似表达．

4．1．2 波能守恒方程和波数矢无旋性方程的离散

    无论波能守恒方程还是波数矢无旋性方程都可归结为下列形式：

F 竽 + G 竽 ：R，
    口．2 7    d  V

式中，Q 代表波向d 或波高H ．

    对于图2 中的任意两个单元 P 和e + 1，下列表达式

成立：

  胪舞+G努旧y 2玎胁毗 ∽，
  j]．(F O_d_Qz+G哿卜dy=ff Rd讪．(23)
  ‘t“     f／e+l

假设左侧为入流边界，第 J 排的Q 值已知，推求第 f + 1

排的 Q 值．根据式(13)～(16)，式(22)和(23)分别有如

下形式 ：

(2 1)

图 2

[A (2，P)E + B (2，e)G。]Q (2，e) + [A (3，e)F。+ B (3，8)G。]Q (3，P)

    = 2R。S。- [A (1，e)R + B (1，P)G。]Q (1，e) -

    [A (4，P)E + B (4，g)G。]Q (4，P)，    (24)

    [A (2，e + 1)E +1 + B (2，e + 1)G 。+1]Q [2，P + 1] +

    [A (3，P + 1)R +1+ B (3，e + 1)G。+1]Q (3，P 十1)
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    = 2R。+1S。+l·[A (I，e + 1)F。+1+ B (1，e + 1)G。+1]Q (1，P + 1) -

    [A (4，e + 1)E +1 + B (4，e + 1)G 。+1]Q (4，e + 1)．    (25)

    由于波能主要沿波数矢方向传递，因 e 单元第 4 点上波数矢的射线并不一定落在 e 单元

内，它也完全可能落在 e + 1单元内，故而将式(24)和(25)相加，得

    [A (2，e)R + B (2，e)G。]Q (2，e) + [A (3，e)R + B (3，e)G。+ A (2，e + 1)R +1 +

    B (2，e + 1)G。+1]Q i+1．i+ [A (3，P + 1)E +1 + B (3，P + 1)G。+1]Q (3，P + 1)

    = 2(R 。S。+ R 。+lS。+1) -r[A (1，e)E + B (1，e)G e]Q (1，e)

    -[A (4，e)F e + B (4，e)G。]Q (4，e) -[A (1，e + 1)t +1 + B (1，e + 1)G。+1] ×

    Q (1，e + 1)·-[A (4，e + 1)R +1 + B (4，e + 1)G。+1]Q (4，e + 1)，    (26)

式中，i，J 是总体编号；e 是单元号；Q Ⅲ．i即为局部节点编号下的Q (3，P)或 Q (2，已+ 1)．

4．2 光程函数方程的离散

    对于图2 中的任意四边形，在任意单元 e 内的函数值f(X，Y )为线性变化，引入等参变量

f，搴可得

    f (z ，Y ) = 9N (善，搴)iN，    N = 1，2，3，4， (27)

等参函数为

    9N (f，车) = 言(1 + 白vf)(1 + 已v乎)，

式中，}1= 。一1，善2= 1，r3= 1，善4= 一1，el= 一1，e2= 一1，e3= 1，e4= 1，一1≤善≤1，‘一1≤搴≤1

(图 3)．在以节点 P 为顶点的所有单元上(图 4)，令

    耋Ⅱ瑟峨=掣 s，    ㈤，
    。 ’ t

式中，S 为与点P 相邻单元面积S。的总和，即S = ∑S。；M 为与点P 相邻单元的个数．由式

(28 ) 可得

考

图 3

o_L(_el=上e§=l陋0370x S 8x s。．    u u E’

图 4

(29)

将式(27)代入式(29)得

    删Ox =i1蚤M巧掣 捌y=去蚤M酗4 ‰  ㈣，
同理，
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    兰导：去妻壹BN fN，    (31)    3     ，) q 么一 么一 一 』Y    ，    ＼‘，1 ，

式中，A (N ，e)和 B (N ，e)的表达式同式(18)和(19)．

    由于假定函数值在单元上是线性变化，不能由类似于式(29)的表达式直接推求节点二阶

导数，否则可得出 a2，(P )／ox2是常数，而与节点值无关，因此应由求得的一阶导数代入式

(30)和(31)来推求节点二阶导数值：

    幽3 ：上登奎AN．厶，    (32)    x z 一 2S 鲁 N厶=I“ N 扎№    u“ ’

    挈 ：2上S Z§．J忘Z．J耻 ，yN．    (33)    ay2    一    e：1 N：1DN  J  ‘    ～Jj，

光程函数方程的离散形式为

    酸j划∥南[(磬L +(势̈ +(壶 (̈等b

    [未(甜h +㈢幻[专(训̈ 一[≮ ]̈，  (34)
式中，i，J是总体节点编号．将各导数代入光程函数方程中即可得计算点的波数．

5  模型检验

5．1 平行直线型等深线条件下数值解与解析解的比较

    首先在平行直线型等深线这一特殊地形上将计算域剖分为不规则四边形网格，检验本文

所建立的数值模拟模型．文献[2]给出了无水流作用时，平行直线型等深线条件下线性波折射

变形的解析 一数值解的表达式．在不同波高、入射角和坡度的组合条件下，数值解与解析解的

比较结果见图5-- 7．由模拟结果可见，对于平行直线型等深线情况，无论是正向入射还是斜向

入射，又无论是近破碎波高还是较小波高，数值解与解析解都吻合良好，表明模型能有效地模

拟平行 直线型等深线情况下波浪 的传播 ．

    1．2

《
    。．6

o    loo  20 0  300 400  500  600

    s／m

    图 5 数值模拟计算结果与解析解的比较

坡度为 1：50，入射波高 H ’= 3 r11．a．入射角 a 。= 0。，b．入射角 a ’= 60。．—— 数值解，·线性解析解

5．2 曲线边界条件下模型的工程应用

    在福建某港拟建起步工程二泊位码头，码头岸线为东西走向，码头线长度为 400 m ，宽为

130 m ，标高为5．5 m (黄海零点)．码头通过引堤与岸线连接，港区口门正对东向．对工程要求
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1.2 r- 1.2 

E EEO10S1lL…-…-是E o10 a 

0.6 0.6 
o 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600 

slm slm 

图 6 数值模拟计算结果与解析解的比较

坡度为 1:50，入射波离 H 铃 =8 m. a. 入射角川 =0' ， b. 入射角 a * = 30'. 一一数值解线性解析解

1.2 r- 1.2 
a 

是::t: 1.0t. • • • • • .... ...... 
Z E 

1.0 

0.8 0.8 

0.6 I 0.6 
。 48 96 144 192 240 。 48 96 144 192 240 

slm slm 

图 7 数值模拟计算结果与解析解的比较

坡度为 1: 10，入射波离 H*=8m. a. 入射角 a* =Oo， b. 入射角川 =30'. 一一数值解线性解析解

进行模型实验，其目的之一在于确定:在东向浪作用下，根据起步工程平面布置及水工结构型

式，测定港内披况.物模实验测点及计算边界见图 8，计算网格剖分示意图见图 9.

+点
一计算域边界

11\11 1800 cm 

图 8 模型测点布置及计算域边界示意图

ES------i 

l

例l

! ! ! \飞\
飞

飞飞\、、飞、

、、 、、、

/ 

图 9 网格剖分示意图

入射波披高为 5.02 m，周期为 8.0 s，选择校核高水位这一水文情况进行数值模拟.港区

边沿曲折多变，因而用任意四边形网格剖分计算域.因为模型的模拟采用逐排推进的方法，不
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能考虑反射的影响，因此计算域中不包括有“孤岛”的部分 ．码头及引堤为无流量通过的固壁

边界，礁石边界为部分反射边界，礁石下游为 自由出流的开边界，底摩阻系数取 0．012 ．

    港区内测点的物理实验结果与计算结果对比见图 10 和 11．结果表明数值计算值与物理

实验结果基本吻合：在码头前波浪传播区内波高较大；在波影区内，波高很小，水域平静．靠近

开边界并处于波影区边沿的第一、二两点误差较大，这是因为计算域的右侧部分反射边界曲折

复杂，近边界处水深多变；计算域外还有建筑物及礁石的影响，难以做精确数值模拟．由此可

见，模型能较好地模拟曲线边界条件下实际地形上波浪的传播．

图10 物理模型实验相对波高等值线图    图 11  数值模拟相对波高等值线图

6  结 陪

    (1) 本文以格林公式为基础，在变量沿单元边界作线性变化的前提下，对波能守恒方程、

波数矢无旋性方程进行离散，同时通过等参单元变换推求节点偏导数值离散光程函数方程，从

而建立了任意曲线边界条件下缓变水深水域波浪传播的数值模拟模型．

    (2) 在平行直线型等深线这一特殊地形上，将计算域剖分为不规则四边形网格，检验本文

的数值模拟模型，结果表明数值解与解析解相一致；通过一个实例应用来表明模型能较好地模

拟在复杂边界条件下波浪的传播变形．

    (3) 由于本文所建立的数学模型不需要联立求解方程组，而是逐排推进求解，同时本文的

模型没有在一个波长范围内取若干个节点的限制，因此节省了计算时间，从而提高了计算效

率，但本文的模型没有考虑反射及波浪破碎的情况，本文的模式尚未应用于模拟底部水深变

化较为剧烈的区域上的波浪传播．
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N um erical sim ulation of w ave p ropagation in w ater of slow ly varying

    topography w ith com plicated boundary

ZH A N G H ong．shen91，H ON G Guang—wen2，DING Ping—xin91

(1．State K ey Laboratory of  E stuarine and Coastal R esearch ，Ea st C hina N orm al U niversity ，Shanghai 200062，China

2．College of H arbor，W ater'way and Coastal E n百neering，H ohai U niversity，N a可ing 210024，China )

A bstract：T he m ild—slope equation is w idely applied to the calculation of w ave transform ation w ith the com putation

region being divided into rectangular m eshes．W hile the com putation region is divided into irregular quadrilateral．

the w ave action conservation equation and w ave num ber vector irrotational equation are discretized based on G reen’S

form ula，and the eikonal equation is done w ith deriving partial differential values by transform ation of isoparam etric

elem ent．T hereby the num erical sim ulation m odel of w ave propagation for w aters of slow ly varying topography is pre—

sented．In the case of different incident w ave angles，slope angles of bottom  and incident w ave heights，the system —

atic num erical sim ulation has been m ade for the straight contour condition and the com putation region being divided

into irregular quadrilateral，and the calculations show  that the res ults of num erical m odeling agree w ith those of the—

oretical solution．W hen the pres ent m athem atical m od el is applied to an exam ple w ith com plicated bo undary．the re—

suits of num erical so lution are basically consistent w ith those of physicaI m odels．

K ey w ords：irregular quadrilateral ；G reen’S form ula；iso param etric elem ent；num erical sim ulation


