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加权近似解析离散化(WNAD)方法是近年发展的一种在粗网格步长条件下能有效压制数值频散的数值

模拟技术。在地震勘探的实际应用中，不是所有情况都适合使用空间大网格步长。为适应波场模拟的实际需要，

本文给出了求解波动方程的非一致网格上的WNAD算法，这种方法在低速区、介质复杂区域使用细网格，在其他

区域采用粗网格计算。在网格过渡区域，根据近似解析离散化方法的特点，采用了新的插值公式，使用较少的网

格点得到较高的插值精度。数值算例表明，非一致网格上的WNAD方法能够有效压制数值频散，显著减少计算

内存需求量和计算时间，进一步提高了地震波场的数值模拟效率。

波场模拟；非一致网格；加权的近似解析离散化方法；数值频散
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Abstract  Weighted nearly-analytical discrete (WNAD) method is a new numerical technology

developed in recent years, which can effectively suppress the numerical dispersion when a coarse

grid is used. However, using a large spatial step is not always suitable for any seismic exploration

cases. In order to meet the actual requirement of seismic wave-field simulations, we suggest a

non-uniform grid algorithm based on the WNAD method to solve the wave equations in this

paper. This algorithm uses a fine spatial grid in special computational domains such as the low-

velocity areas and complicated media, and adopts a coarse spatial grid in the rest computational

domains. Based on the characteristics of the WNAD method, this non-uniform grid algorithm

uses a new interpolation formula to connect the fine grids and the coarse grids in the transition

zone, thus obtains higher interpolation accuracy through using fewer grids. Numerical results
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show that the non-uniform grid algorithm can suppress effectively the numerical dispersion, and

reduce the storage spaces and computational costs, resulting in further increasing the

computational efficiency of seismic wave-field simulations.
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             Numerical dispersion

1  引  言

    有限差分方法是地震波场模拟和地震偏移中应

用最广泛的数值方法．数值频散是有限差分方法的

固有现象，它严重制约了有限差分方法在大尺度地

震波场、复杂区域地震波场模拟、地震偏移等研究中

的应用，大量研究表明，对于某种特定的差分方

法，当采用过小的采样率 （最小主波长／空间网格

步长）时，将会因采样不足而使得模拟结果（波场

快照、地震合成记录等）中出现伪波（数值频散），从

而降低地震波场信息的分辨度；而采用过大的采样

率，虽然可以消除数值频散，提高地震波场信息的

分辨度，但会因使用过小的空间和时间步长而导致

计算效率的降低，并增大计算所需的存储量，因此，

只有根据地质模型的特征，在不同的计算区域采用

不同的采样率，才能保证差分方法在消除数值频散

的前提下达到优化的计算效率和存储效率，

    在使用有限差分方法模拟地震波场时，通常情

况下，我们都是在整个计算空间上使用一致的空间

网格来划分计算区域，对于均匀介质情况，这样的

处理是合适的．但在很多实际问题中，地下介质存

在波速变化较大的异常区（如含薄互层、低速区、含

盐丘类高速区等复杂地质构造）．对于存在异常区

的地下介质，一致网格算法的有效性和可行性受到

很大限制‘1]．此时，若以高速区为参照而采用粗网

格进行波场模拟，则在低速区域，由于采样不足，

导致波场或地震记录分辨率不高，数值频散严重

等，无法准确反映地下介质的精细结构；若以低速

区为参照采用细网格模拟，则在高速区存在过采样

等问题，从而导致计算速度太慢、存储量太大，甚

至会因内存需求太大、计算速度过慢等，最终使得计

算无法进行，

    在进行大尺度和复杂地质条件下的波场模拟

时，为了兼顾计算效率和模拟效果，Moczoc2]首次

提出了非一致网格算法的思想，并将这种想法应用

于二维 SH地震波场模拟，Jastram等‘33将非一致

网格算法应用于弹性波场模拟，非一致网格算法的

计算方式打破了传统的固定网格波场模拟模式，其

基本思想是：根据介质速度大小或实际计算的需要

等，在不同的计算区域选择不同的离散网格步长．

简单地说，就是在高速区采用粗网格，在低速区采

用细网格，这样做，一方面可以在减少计算量和存

储量的同时又能有效捕捉地球介质的精细结构；另

一方面，实际介质中的地震波场模拟，也需要使用

非一致网格来处理内间断面或起伏地表，以便减小

计算误差、提高波场分辨率，在国内，孙卫涛等n1、

李胜军等‘5]、朱生旺等‘6]、黄超等‘73也相继将非一致

网格剖分方法应用到了地震波场的数值模拟中，

    在使用差分方法进行波场模拟的数值计算中，

除了网格划分的选择问题之外，还有数值计算方法

的选择问题．我们知道，无论是使用一致网格还是

使用非一致网格来划分，选择一种好的差分格式是

很重要的，甚至可以说是最重要的．一种能在粗网

格或层间速度存在大反差的情况下仍然可以有效压

制数值频散的差分格式，将会在很大程度上提高计

算效率、节省计算存储空间．通常情况下，压制数值

频散有两种基本途径，一种是加细网格，另一种是

提高计算方法的精度．但是加密网格必须采用高采

样率，这样会导致计算 CPU时间和存储需求量剧

增，是一种不可取的方法．而传统的高阶有限差分

格式( Lax-Wendroff Correction( LWC》'8]、交错网

格(Staggered Grid (SG》等方法‘93在空间上使用较

多的网格点来获得高精度，以达到减小数值频散的

目的，对于这种高精度差分方法，由于在每个方向

上使用了较多网格点，使得边界处理较为不便，且

容易降低边界点的计算精度和计算方法的稳定性．

边界点计算精度和计算方法稳定性的降低又会反过

来影响计算区域内部节点的计算精度和稳定性，从

而使得整个计算结果不能尽如人意．同时，每个方

向上使用较多的网格点，也会使得并行计算时不同

进程之间的通信量大大增加，从而导致并行计算效

率的严重降低．

    杨顶辉等：”—13]提出的近似解析离散化及其改

进方法是一类新的扰动差分计算方法，这类方法首

先利用偏微分方程的时空转化关系，将波位移的时



间高阶偏导数转化为位移的空间高阶偏导数[8]．然

后对波位移的高阶空间偏导数，不仅使用位移，而

且也使用位移的梯度场来共同构造波位移的高阶空

间偏导数．这样的处理充分利用了梯度所反映的波

形走势之物理规律，保留了更多的重要波场信息，

从而使得这类近似解析离散化方法即使在粗网格条

件下也能有效地压制数值频散，极大地提高了波场

模拟的计算效率、节省了存储空间．目前，这类方

法已经成功应用到单相声波、弹性波‘11]和双相弹性

波方程[12]的波场模拟．但对于这类方法的研究和

应用目前还局限于一致网格剖分计算区域上的情

况．

    本文的主要 目的是实现加权近似解析离散化

(WNAD)方法的非一致网格算法，以达到在保持高

分辨率的条件下，实现计算效率和存储效率的进一

步提高．为此，我们首先应用分片插值多项式插值

方法获得了WNAD方法的非一致网格算法，然后，

选取含低速层模型和起伏地表模型，通过波场模拟

计算来验证算法的有效性和可行性．

2  加 权 近 似 解 析 离 散 化 方 法 的非 一 致

  网格 算 法

  在二维弹性介质中，弹性波方程可以写为

    1

  肛；一虿(‘“射(‰，，+“，，。))．J+^，i，j，忌，I- l，3

    (1)

其中c ijkl (X，y，z)是一个四阶对称弹性张量，“，为

第i个方向上的波位移分量，̂ 为第i个方向上的

体力分量，变量上的“．”表示对时间的一阶导数，

下标中记号“．J”表示对xj求偏导．

2.1  基本的加权近似解析离散化方法

    为了叙述方便，我们引入记号 U - {Ul，U3，

Ul，，，Ul，。，U3,1’“。，3}T表示波位移及其梯度组成的向

量，变量 W -U- 8U/8t称为粒子“速度”，变量

P -W -疗一82U／a 2称为粒子“加速度”，

    与Yang等[10]的思路一致，利用 4次截断的

Taylor公式展开，可以得到由第 九时间层相关量所表

示的第n+l时间层的位移和粒子速度表达式分别为：

w葛1一W7.j+△￡(w)i，+笔：（谚）7．，+等：（谚）7．，

    一W 7i+△￡(P)?，，+令手（访）7．，+会}（芦）i，

    (2)

和

    Un::l一 U7,j+△￡W7,j+笔兰（扔 7．，+会}（谚）i，

    ．At4

    十 24（芦）‰    (3)

    对于公式(3)，考虑到已由公式 (2)计算获得了

最新的粒子速度 W:;l，因此 ，我们可借鉴求解线性

代数方程组 Gauss-Seidel方法‘14]的类似思想 ，采用

W :l和 W0』的一个加权组合来替代 公式 (3)中的

W：，，以谋求一个收敛更快的算法，从 而得到新 的

位移更新公式 ：

U::l一U7,j+At[coW7,j+ (1-cU)Wn:l]+笔！(D):J

    +譬 （访）：，+锷 （五）：，，    (4)

其中 叫为一加权常数，满足 0≤ 叫≤ 1.

    若联合使用公式(2)和(4)以实现时间推进计算

的话 ，显然首先必须计算 U、w 和P对时间的高阶

偏导数．如果直接离散公式(2)和公式(4)中的高阶

时间偏导数，则需要存储多个 时间层上 的波位移、

粒子速度及其梯度值 ，内存需求量大．注意到在公

式(2)和(4)中，只含有波位移和粒子速度关于时间

的偶数阶偏导数 ，所以我们可采取 Dablain[81的方

法 ，利用方程(1)，首先将时间 的高阶偏导数转化

为空间的高阶偏导数 ，然后再利用 Yang等‘10，123给

出的空间高阶偏导数的逼近公式来计算公式 (2)和

(4)中所涉及到的这些高阶空间偏导数．

2.2 非一致网格算法

    本文 中的非一致网格指 的是根据实际计算需

要 ，在不 同的计算区域使用不同的网格剖分．具体

说 ，就是在相对高速区采用粗网格，在相对低 速区

采用细网格，使其计算结果既可以尽可能地提高分

辨率 ，又可 以尽可能地 降低计算 时间和计 算存储

量，其算法实现的关键在于解决好 网格变化过渡区

域的联结问题‘7]．保证在过渡区域不因网格尺度 变

化而产生明显的数值频散或者人工绕射等附加计算

噪声．下面我们分别就一维和二维情况给出加权 近

似解析离散化方法在过渡区域的数值计算公式 ，以

实现 WNAD方法的非一致网格算法．

2.2.1  一维情形

    图 1给出了一维情况下不同区间使用不同网格

步长的剖分示意图，其 中，网格 点稀疏 区间表示 波

速相对较高的区间，在此区间，由于波速较大，使

得在同样的震源频率下 ，在该区间内传播 的波具 有

相对较大的波长，所以我们可以使用粗 网格对此区



间进行空间剖分，记网格步长为：Ar一 ．̂；而图中

所示网格点密集区间表示波速相对较低的区间，在

此区间，由于波速较低，使得在同样频率下，在此

区间传播的波具有相对较小的波长，所以我们需要

使用细网格对此区间进行空间剖分，记其网格步长

为Ax一h2.为了计算下一时间层上弹性分界面处

的位移和梯度值，需要在分界面高速区一侧加入插

值点，由于加权的近似解析离散化方法每个方向只

需要使用 3个网格点，所以每个方向只需要插入一

个插值点 Cl和 C2（如图 1所示）．同时，由于加权

的近似解析离散化方法在计算节点处位移的同时，

也计算了节点处的空间偏导数，我们可以很容易地

获得精度更高、光滑性更好的埃尔米特插值多项式．

    假设插值点Cl左右两个节点 A、B处的位移和

梯度分别为“？，(M，)?和“斗，，(“：)卦，，同时不妨设

AB之间的埃尔米特插值多项式为 H(x)=ax3+

bx2+ cx +d，则节点处的位移和梯度与插值多项式

之间满足关系式：

    “？一 H(0)一d，

    图1 -维情形下的非一致网格示意图

Fig.1  The sketch of non-uniform grids for the lD case

    (“。)?=鬈}(o)一c，

    U?+l= H(h1)=ahi+旃；+chl +d,

  (“：)斗．= H (h1)=3ah2 +2lhl +c.

联立并求解线性方程组，可得

    口一一2垡旦二- u:l二hi (ux星十utjl一“？

    。    î 下一 ’

    b： 3堡旦-“？_hi(“z)?    ’M?

    }̂  +% ■ ，

    f一 (”。)?，

    d—M7．

所以Cl处的位移和梯度分别为

rAci -H(hi - h2)一a(h1 - h2)3+b(h1 - 2̂)2

    + (hi - h2)(U，)?+“？，

乱】』。，一暑芋(h．-h2)=3a(h1 -h2)2 +2b(h1 -h2)

    +(“：)7．

2.2.2 二维情形

    下面我们以图2a中的模型为例（阴影部分为低

速区，其他的地方为正常速度区）来说明如何实现

二维非一致网格算法．

    首先，我们用一个矩形区域覆盖低速异常区，

并使用细网格（Ax一Az一h2）对此矩形区域进行

空间剖分，而其他区域使用粗网格(Ar一 Az一

hi)进行空间剖分，如图2a所示，其次，为了能对

矩形边界处节点信息进行更新，我们需要在矩形边

界外层加入插值节点（图 2a中用小三角形表示）．

最后，给出插值点的插值公式，这样我们即可得到

二维非一致网格算法．

    图2 二维非一致网格示意图

    (a)网格剖分示意图；(b)三角形插值计算示意图．

    Fig.2  The sketch of non-uniform grids for the 2D case

(a) Grid-partition; (b) The interpolation sketch based on the triangle units.



    为了实现非一致网格上的迭代计算，需要将过
渡区域中属正常区的部分再按三角网格进行网格划

分（如图2所示），并将所有插值节点分成各个子区

域单独计算．在每个三角形网格内插值，至少应该

有4个点（三角形的三个顶点、所求插值节点在分界
面上的投影点）的值（位移、梯度）是已知的．

    下面以其中一个三角形（图2b）为例说明如何

得到插值点E的位移和梯度．设图2b中，A点的

位移和两个梯度分量分别为畦i，(M。)nj (“：)i，，

B点的位移和两个梯度分量分别为 M耳，，，，(乱。)耳，，，，

(“：)耳，，J，C点的位移和两个梯度分量为 M乏j+．，

(“。)：，+-，(“：)?，，+．，D点的位移和两个梯度分量为

UD，(“。)刍，(“。)D．且 AD的距离为 mh2，DE的距

离为h2，假设由插值节点 A、B、C、D确定的三角形

ABC内部的一个三次埃尔米特插值多项式为：

  H(x,z)=aix3 +a2x2z+a3X22 +a423 +bixZ

    +b2XZ +b322 +clx+c2z+d,  (5)

类似于一维情形，插值多项式和插值节点之间存在

如下关系：
    “i，一H(o，o)，(“。)ij一差手(o，o)，(M。)i，一害}(o，o)；
    甜i，，，一H(̂．，o)，(“。)耳，，J一差手（矗，，o），(“。)耳，，j一害手(̂，，o)；
    “。升，一H(o，z，)，(Uz)7,j+l一88H(o，z．)，(乱：)n.j+l一88H(o，z．)；
    ”吕一H(mh2 ,0)，（甜。）吕一8HH (mh2,0), (Uz)D一8z (7Trh2,0).
由此可解出
    2(u7,j  -“耳l，，)+矗l[(ux)ij+(u.)耸l，，]
    ai==-    ，
    矗；
    h,(uz)?，，-矗-(Uz)D - mhz (uz)耳-，，+mhz[(uz) 7+i,j.
    “2 2 -
    mh~h2 - m2hih;
    2 (uz)0j- (Uz)7+l,j+mh2 [(U:):J- (uz)?,J+(Uz)i+l,j  - (Ux):z,j+ll
    a3一-    ，
    危；(hi - mh2)
    上2(uz)D - 2(uz)70+hi[ (uz)ij- (Uz)D]+mhz [(Ux) 7,j+l  - (Ur) 7,jl
    mhlh2 (hi - mh2)    ’
    2 (U7,j  - u7,j+l)+ 1̂[(uz):J+(uz)i升1]
    a4 2-    ，
    ；̂
    3(u7,j - Ui+l,j)+矗．[2(u.)?，，+(“。)耳．，，]
    6l一一：
    }̂
    b。一rrr.2h;[(uz)7,j一(Uz)耳．，，]+矗：[（甜z）鑫一(Uz)7,jl
    mh2hl (hi - mh2)
    3 (u7,j - u7,j+i)+ l̂[2(Uz);,j+(“:)：升1]
    63一一：
    矗；

    Cl -（乱。）ij，
    C2 -(“。)：，，
    d一“0j．
将上述系数代人三次埃尔米特插值多项式(5)，则所
求插值点E处的位移和梯度分别为
  ul。一H(mh。，̂：)，uxl。一8H (mhz，h2)
    ———————．
    8x
    8H (mh2，h2)
    “：IE一
    8z一 ’

3 数值算例

    对于含有低速异常区、起伏地表等构造复杂的
地球介质，使用非一致网格上的加权近似解析离散

化方法进行波场模拟，可以快速高效地得到具有较

高分辨率的地震波场快照、地震记录等，从而有利

于我们研究复杂地球介质中的波传播规律，在本
节 ，我们分别设计了模型1（含低速薄层的三层模

型）和模型2（起伏地表十含速度异常区模型）来说



    图3 含低速薄层的三层模型（模型 1）

    Fig.3  Three-layer model with a thin low-velocity

    interlayer (model l)

明本文所提 出的非一致网格算 法的有效性 和优越

性．在我们所做的数值实验中，所有计算均是在一

台具有 Intel Core 2 Duo CPU 2.33G、1G内存 、操

作系统为 Ubuntu 8.04的 PC机上进行．

3.1 模型 1

    在第一个模型实验中，我们选择的是一个简单

的、含有低速薄层的层状介质模型，如图 3所示，各

层参数如表 1．由表 1知，低 速层厚度 只有整个计

算 区域厚度的 5%，速度为背景区域速度的 1/4.也

就是 说 ，层 间速 度反 差 为4倍 ．计算 区域 大小 为

    表l 模型1参数

    Table l  The parameters of model 1

10 km×10 km，震源位于(5 km，5.75 km)，震源

主频fo =40 Hz，随时间变化的震源函数为：

    厂(t)一sin(2丁ĉ ￡)exp(-兀2兵t2/4)
的Rick子波．

    图4(a、b、c)分别为按高速区采样得到的粗网

格 (Ax-Az- 25 m)、按低速区采样得到的细网格
(Ax- Az-6. 25  m)、以及采用非一致网格剖分（高

速区计算网格为Ax= Az= 25 m，低速区计算网格

为Ax= Az=6.25 m)计算得到的0.9 s时刻的波场

快照，从图4可以看到：若网格剖分按高速区进行
空间采样（图4a），虽然计算速度快、所需内存少，

但是由于在低速区采样不足，导致波场模拟结果的

分辨率不高，部分反射波、透射波、转换波不够清
晰、层间多次波无法分辨；而网格剖分按低速区采样

计算得到的波场快照（图4b）和使用非一致网格计

算得到的波场快照(图4c)都十分清晰，可以看到各
种折射波、反射波、转换波、层间多次波等，同时，我

们从采用非一致网格算法计算得到的波场快照图
4c看到，在网格步长发生变化的联结区没有产生人

为的数值散射，
    虽然按低速区采样得到的波场快照（图4b）和

采用非一致网格得到的结果（图4c）都具有分辨率

高、波形清晰等特点，但是由于一致细网格在高速

区内单位波长的采样点数远超过差分格式能够消除
数值频散所需要的最低采样点数，这使得整个模拟

所需要的存储量和计算量较大；而非一致网格算法

在不同的计算区域使用了不同的空间步长，使得计
算量和内存需求量大幅下降．事实上，使用一致细

网格计算得到图4b需要 23324 s的CPU计算时

间，而使用非一致网格算法计算得到图4c只需要
2491s.这就意味着，使用非一致网格算法进行波

  图4 对模型1在不同网格情况下0.9 s时刻的波场快照比较

    (a)粗网格；(b)细网格；(c)非一致网格．

Fig.4  The comparison of wave-field snapshots for model l at O.9 sec

    on the coarse grid (a), fine grid (b) and non-uniform grid (c)



场模拟的计算速度是使用一致网格（按低速区采样）

算法情况下的 9.4倍，同时非一致网格的内存需求

量只需使用一致网格情况下内存需求量的11.7%．

这说明非一致网格算法能兼顾粗网格情况下的高效

和细网格条件下的精确，从而使得其达到了高效性

和精确性的优化统一．

3.2 模型 2

    为了考察非一致网格算法在具有起伏地表、含

速度异常区等复杂介质情况下波场模拟的有效性，

我们设计了图5所示的模型 2．在模型 2中，地表

左边有光滑的隆起和凹陷，地表右侧有一个连续

的、向下的倾斜面；模型基质 （背景）为花岗岩，其

物性参数为 u。-5.5 km/s，口。-3．O km/s，P-

2. 63 g/cm3；在模型右下方有一个充满水的正方形

速度异常区，其物性参数为 u。一1.5  km/s，仉一

o km/s，to=1．O  g/cm3．震源位于(3. 75 km，3 km)，

Rick子波主频为30 Hz，其随时间变化的震源函数

与模型1中的震源函数一致．
    在背景区域采用步长为25 m的空间网格，在

低速区采用步长为12.5 m的空间网格，边界处理

采用4次吸收边界条件[15]，使用非一致网格加权近

似离散化方法计算得到0.7 s时刻的波场快照如图
6所示．从快照上可以看到，P波和S波在物性界面

（花岗石和水的交界面）产生反射和折射，由于S波

不能在液体中传播，所以只能在含水区域观测到直
达P波的透射波Pp波、S波的转换波Sp波．在固

体区域可以观测到：P波在物性界面产生的反射波
PP波和转换波PS波；S波在物性界面产生反射波

SS波和转换波SP波．在地表附近可以观测到P波

在地表反射产生的PP波和转换波PS波，由于此
时S波尚未到达地表，所以S在地表无反射和转换

波产生，由于模型2中的地表是起伏地表，所以在
地表观测到了各种绕射波，特别是在地表中部隆起

区域，各种波在传播中互相干涉、叠加，使得波形

变得非常复杂，产生一系列波前能量“焦点”，具有
明显的聚焦现象‘13；相对于固体区域，含水区域波

形较弱，能量衰减较快，由于本模型构造复杂，直
达P波以及地表反射PP波、转换PS波在地表多次

反射、转换，导致很难一一辨认波场中的每一波形，
但是整个波场非常清晰，无明显的数值频散，这些

都说明非一致网格上的WNAD方法可以清晰、全
面、正确地模拟复杂介质中的地震波传播．在人工

边界处，对人工边界反射波的吸收很好，说明本文

所使用的4次吸收边界条件与非一致网格 WNAID
算法的耦合是有效的．

4 结 论

    本文给出了非一致网格上的加权近似解析离散
化算法．这种方法在特殊区域，如复杂几何界面、

低速异常区、物理属性间断处等区域使用加密的精

细网格，而在其他计算区域则使用粗网格，在这种
网格剖分意义下，本文发展的非一致网格 WNAD

算法仍能获得与精细网格条件下相一致的计算结

果，但它们的计算时间和所需计算存储量却相差很
大．换句话说，与规则一致细网格条件下的计算相

比，非一致网格 WNAD算法能有效地降低计算内

存需求量、提高计算效率，能够很好地实现含薄互

层速度异常区、起伏地表等复杂地下介质中地震波
场数值模拟的高精度、高分辨率快速计算．为我国

    图5 复杂地质构造模型（模型2）

Fig.5  The complicated geological structure (model 2:

    图6 对模型2在0.7 s时刻的波场快照

Fig.6  The wave-field snapshot at O.7 s for model 2



复杂地区地震波传播数值模拟提供了一种十分有效

的正演模拟技术，
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