
SH波对浅埋圆柱形弹性夹杂附近多个半圆形凸起的散射

吕晓棠 杨在林 刘殿魁
合肥学院 建筑工程系

摘 要：利用复变函数及移动坐标法建立了多个半圆形凸起及附近浅埋弹性夹杂对SH波散射问题

的解析方法。求解时将整个求解模型进行分区，区域 I为包括多个半圆形凸起在内的多个圆形区

域；区域II包括多个半圆形凹陷和1个圆柱形弹性夹杂：然后在两个区域内分别构造满足边界条件

的位移解 最后，根据连接面的契合条件，利用移动坐标法将两个区域在公共边界上装配起来，同时

考虑弹性夹杂的边界条件，建立起求解该问题的无穷代数方程组。通过算例，讨论了凸起间距，夹杂

埋深等参数对地表位移幅值的影响。
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Abstract: Based on complex function and moving coordinates, an analytic method is de,eloped for scattering of

SH-wave by multiple semi-cylindrical hills above a subsurface elastic cvlindrical inclusion.  During the solution, the

whole solution domain is divided into two parts. The first one is circular domains which include the boundaries of

multiple hills, and the second domain consists of multiple semi-cylindrical canyons and an elastic cylindrical inclu-

sion. The displacement solutions satisfying the boundarv conditions are constructed in two parts respectively. Then

two domains are matched up on common boundarv by the method of moving coordinates. Employed to the boundary

condition around the elastic c\lindrical inclusion,a series of infinite algebraic equations about the problem can be

obtained. The calculating results of surface displacement are plotted to show the influence of some parameters on

ground motion.
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引言

    地震时，局部地形情况是影响地震动的重要因素：近几十年来，在地面几何形状对地震动影响的研究T

作中，已经积累r『一定数量的研究成果 1-8=袁晓铭 ：和刘殿魁 3分别研究了半空间中单个及多个半圆形

凸起对 SH波的散射．这些成果有效地推进 了地震科学中关于大陆边缘上的表面波 和不规则表面反射 等方
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面的研究。本文给出稳态SH波作用下浅埋弹性夹杂附近多个半圆形凸起散射问题的解析方法，并确定其

对地震动的影响。若将弹性夹杂视为“隐蔽地形”，则本问题可归为地形影响范畴，具有一定的理论意义。

同时，定量说明了浅埋圆柱形弹性夹杂对多个半圆形凸起地震动影响的一般规律，可以为深入研究地面运动
提供参考：

    本文利用复变函数和多极坐标法[3-8]来构造问题的位移解。在求解过程中对整个求解区域进行分

区1 2.3,8-，区域 I为包括多个半圆形凸起在内的多个圆形区域；剩余部分为区域Ⅱ。首先，在圆域中构造驻波
解，使其预先满足半圆形凸起地形上半部边界应力为零而其余部分位移、应力任意的边界条件；在区域Ⅱ中

构造预先满足水平界面应力自由的散射波。最后，利用移动坐标法在“公共边界”上实施“契合”，并考虑弹
性夹杂的边界条件，从而建立起求解问题的无穷代数方程组。

1  问题的表述

    地上有j( j=l，2，⋯，k)个半圆形凸起地形，地下有圆柱形弹性夹杂的弹性半空间模型如图1所示。求

解该模型对SH波的散射问题，就是要在满足水平地表．s和凸起边界cJ（j=l，2，⋯，后）上应力自由，弹性夹
杂边界丁上位移、应力连续的条件下求解SH波的控制方程。

2 基 本 理 论

2.1 控制方程

    稳态 SH波在各向同性、均匀、连续的介质中传

播，仅产生垂直于xy平面的位移 形，应力分量也仅在

xy面内不为零。引入复变量z=x+ iy，j =x -iy，在复

平面上(z，i)，位移 W(x，y，￡)要满足运动方程。

    a墨 +．lk2形=0    c．，

    a2

式中：形为位移函数，位移函数与时间的依赖关系为

e一“（以下略去谐和因子e一“）。后= a>/c，，∞为位移

W(x，)，，f)的圆频率；c。=以万 为介质的剪切波速；以下的讨论中，k+ =k，/k2，p．，P2和肛，，p：分别代表介质

和弹性夹杂的质量密度和剪切模量。

应力与应变的关系

    T.=p(aaw+aaw:),Tyz=驰(aaw+aaw),    (2)

在极坐标系中，应力表达式有

    r。=，上（ajw,.m+告WD-i0），丁出=晕上(号j芝；ei0一a巴 —i0,    (3)

2.2 问题的求解

    如图2所示，将整个求解模型进行分区，区域‘为包括边界C和q在内的圆形区域（j=l，2，⋯，七）；其

余部分为区域Ⅱ，包括边界Js、s和r：其中，Cj和Sj为2个区域的公共边界，应该满足应力、位移连续的“契

合”条件。

2. 2.1  区域‘（，=l，2，⋯，k）内的驻波

    在SH波作用下，圆域Ij内会产生驻波，而且该驻波满足圆域上边界q上应力自由，下边界q上应力任

意的边界条件：在第j个圆域‘（j=1，2，⋯，k）内构造驻波解，使其满足上述边界条件，即在以第』个圆域I,

的圆心为原点的复平面（弓，z）中，有

    o    弓∈Cj

    = (4)

    T，2仁芝}坠．。E.,cm。，一，。七．I乃l，一Jm+l。后．I弓l，，【．广ZjT】” 弓Eq

图l  地下弹性夹杂地表多个半圆形凸起地形模型

Fig.1   The model of multiple semi-cylindrical hills above

    a subsurface elastic cylindrical inclusion



其中，Wo为驻波的最大幅值 ，)Cm为待求常数。

在复平面（zj，zj）下 ，这样的驻波解 蟛刚 可写为‘8’：

    一J+I‘后1妻手q帆．，。c后，I弓I，【广考T】“    (5，

    叼“’(弓，弓)=耽 ∑ ∑ ’c。参三(kiaj)．-．Jm+．。七．aj

相应的应力表达式为

    (。)pl矗l形    一1（kiaj）-  Jrn+l(

    % （#    !芝 薹』c。≥ 害焉孚qMc．，n-，c后．1弓I，一Jn+lc后，I弓I，，[．广考T】“ c6，

    ’    2    一．（k．q）-J。+．(-

2.2.2 区域 II内的波函数

    区域 ，，中的总波场由 后个半圆形凹陷产生 的散射波 联”'弹性夹杂产生的散射 Zj昨 ’鬟羹盒兰 波 ∥n

和反射波 ∥ 组̈成，且总波场要满足水平边 界 5上应力 自由的边界条件 。在复平面（弓，乏）下    界条件

的位移解可以分别表示为

    W_（丐，弓）=Wo∑ ∑ 3AmH(1’(ki I弓一c，I){【r乏．三{}r】“+【『考．三{I-】-m）  (7)

    3=l  n

式 中 C，为第 S个凹陷的圆心在复平面（弓，弓）中的复坐标。

  形望（弓，弓）= wo∑ B.{H(l’(kiI亏一CT I)【i．zj．三．鲁T】”+月。’（毛I弓一己 I）【i．zj．三．吕}i．】-，n）(8)

式 中 C，为弹性 夹杂圆心在复平面（弓，z）中的复坐标 ，石，为其共轭 。

    ∥．’（弓，弓）：IVoe譬[《’+乞）e．q眄+己）e．”）：     (9)

    ∥ 7’（Z,ij）：Wo ez【（’+c一）e一Ⅵ+(ii+C,Jeo] (10)

    在以夹杂的圆心为原点的复平面（ZT，ZT）上 ，区域 ，，中的波函数可以表示为

    哕 ’c ZT,刁 ）=耽 ∑ ∑ 5A。硝 ’c后一I zr一’Lr l，{ci { 乞 i】‘+【焉 ．三毛 ．】1）  c．．，

    3=I  用

  肜≯（ZT，刁）=wo。李≥曰。{Hu’（毛 I zr I）[r考T】”+ H"’（矗．I zr - C:r1）【r ZT．三CT．】一“） (12)

式中，3￡，=C。- CT，CT= Cj - Cr。

    ∥．’（ZT,ZT）：Woe争[(:r+cr)e_+(zT+CT)e-。：    (13)

    ∥r’（Zr，刁）：Ivoe粤[（叩+CT）r～(zT+CTj一：    (14)

相应的应力可分别表示为

在复平面（zj，Zj）上 ，

  《 =警 塞 至 5圳 毗 ．(ki一 一钏 ，【等 旨 ]m-l一础 ．(．㈠ 一G¨[丰 苦 】咖+11】eq

    图2 求解区域的分割

Fig.2  Division of the solution domain



  +【一H'l)i（毛 I弓一c，I）【．r{}三．参．r】“+1+月口三（k I弓一c，1）【．广Zj -．C,-】一‘“闩1’】e一畸） (15)

  pl毛Wo壹 取 {【础 ch l弓一CT I，【÷ 爿 ”1一础 （毛 I亏一己 1）【毒 爿 ⋯ ’】eoj

  《 r2  2 。

  +【一日婴．（后．I弓一cr I）[．广考一三一乏毒．r】“+1+日婴I（h l亏一Ci.I）【r Zj．三一CT．】一‘“‘1’】e一畸） (16)

    一丝掣坠．主 i"e'-ĉ 一．（后．I弓+c，1）一Jn+l（后．I弓+CTI）】【厂zj．．}C,T】“  (17)

    ．r》 =  2

    T;zj,T=丝粤坠．主 îe一沁cJ，卜．（后．I弓+e I）一Jn+．（后，I弓+CTI），[．广}}号T】“  (18)

    在复平面（ZT，ZT）上，

    丁=≥ =半 三叁 j；Am{【日竺．ck |z，-sLrI）【专 三若 厂 一碟 (kil zr -'LrI)【i．薏．．三≠毫T】-(m+l)P

    +【一碰。（毛1 Z，一’￡，I）【_zr．．-sLri．】“+l+ H( I:i(后．I z，-'LrI)【i专 ．三LrT】一‘‘一1’】e—i"） (19)

    p.lki Wo、‘  ”

《 ，，=一2 至；。互 叫 【醚。．（后．l  Z，I）【罱 】rn-l一毗 （毛 l  ZT - C;. ）【1．笔．三{每T】小l川 P

    +[ - Hu.i（后．I。，I）【r芝Tr+1+j掣 ．（“ I巧 一C 7，I）【．禹 ．三C'TT】一‘“一1’】e一昕）  (20)

    丁等 ：驰，后．Wocos(口．+a)e粤．[（叩+钾）扣+（zT+CT）t_“3    (21)

    碟?：驰．k．Wocos(日，一a)e铷 （卵+卸）e-h+（zT+CT）e“3    (22)

2.2.3 弹性夹杂 r内的驻波

    在复平面(ZT，ZT)上 ，弹性夹杂 r内的驻波可表示为

    昨 ’=(zr，i)=耽 ∑ DmJm（如 I zr I）[．禹 T】“    (23)

相应的应力可表示为

    《 ，=譬 乎 ．妻 D。[．，一．（如 I Zr I）一_，m+l（也  I zr l）【 ZTT】“     (24)

2. 2.4 边界条件及定解方程组

    如上所述 ’水平地表和 ZT边界的应力 条件已经满足 ’下面的工作是在复平面（弓荐 ；未砻 区域 ‘和区域

口装配起来 ，同时在复平 面（zr，乏r）上满足弹性夹 杂边界 丁上位 移、应力连续堂边界条

    哆暑 21蟛 ，+暖冀 +哦如，亏，+畔|锕 ，    在三 上

    碍 ’=瑙 +《 +《 i+《 r    在毒 上    (25)

    W rc).，，j，）=彬岛 +形未，+W\.,（饥i，，+叫毫西 ）    在 T上

    T?，=础 +下2 +碟七 +《 ，，    在 T上

    将位移和应力的表达式代人上式 ，然后在方程两边同时乘以 e一砌，并在 区间（一1r，1f）上积分，即得到决

定未知系数5A。，B。，’Cm，D。的无穷代数方程组 。

2. 2. 5 地面位移幅值

    弹性半空间区域 Ⅳ中的总波场可表示

    形㈩ =形㈤ +形㈩ +职一 +叫，1 (26)

入射波波数为

    ka=coa/c。    (27)

或写为

    叼= 2a/A    (28)



其中，A为入射波的波长。

3 算例和结果分析

    给出两个半径为口的半圆形凸起地形附近存在

半径为R的弹性夹杂时对SH波散射的数值结果，计
算模型如图3所示。着重讨论左侧凸起地表位移幅

值的变化，给出以下3组无量纲材料参数比：ILi/Ir2=
4/1，即周围介质的剪切模量肛，是弹性夹杂剪切模量

如 的4倍，说明介质相对弹性夹杂较“硬”；ll,l伍2=
1/1，即周围介质的剪切模量与弹性夹杂剪切模量相

同，此时可以认为弹性夹杂不存在；p．他 = 1/4，说明
周围介质相对弹性夹杂较“软”。

    图4给出了h/a=3.0，兄亿 =0.5且入射角n=
900时，左侧凸起地形及两侧水平地表位移幅值随x/

口的变化情况。当ILl/IL2=1/1，D/a= 300时，可以看
到地表位移的变化规律与文献[2]-致，认为消除了夹杂和右侧凸起的影响，相当于单独的半圆形凸起地

形。当田=0. 25，1.0时，右侧凸起表现出对左侧凸起顶点以右范围内地表位移的降低作用。

    图3 计算模型

Fig.3   The model of calculation

    图4    h/a=3.0时左侧凸起地表位移幅值随x/a的变化

Fig.4  Variation of surface displacement of left hill with x/a when h/a=3.O

    图5    h/a=3.0时左侧凸起顶点位移随D/a的变化

Fig.5  Variation of displacement amplitude of left hill top with D/a when h/a=3.0



    由图5可见，SH波垂直入射且夹杂埋深h/a =3.0时，左侧凸起顶点位移幅值随凸起间距D/a的增加

呈现出周期性变化的趋势：田=0. 25时，较硬的夹杂对凸起顶点位移放大作用显著，而较软的夹杂则表现

出对凸起顶点位移的缩小效应；当叮=0. 25时，凸起顶点位移幅值振荡激烈，表现出明显的动力学特征；相
对于无夹杂的情况，夹杂的存在都使凸起顶点位移减小；夹杂较软时的缩小作用更明显：

    图6给出a =900，D/a=4.0时，左侧凸起顶点位移随夹杂埋深的变化。随埋深h/a的增加，凸起顶点

位移幅值振荡幅度减小，逐渐趋于无夹杂的状态。当叼=1. 25时，凸起顶点位移幅值在夹杂埋深13<h/a<
35的范围内，呈现出阶段性减小。

4  结论

    (1)夹杂的存在表现出对地表位移的放大或缩小效应 ，具体的影响情况与夹杂的埋深和夹杂与周围介

质的弹性模量比密切相关。当夹杂埋深以后，这种影响可以忽略。

    (2)夹杂埋深一定时，凸起间的相互影响随凸起间距的增加而呈周期性变化 ，当后 ，可以认为相互间的

影响已经消除。
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    图6     D/a=4．O时左侧凸起顶点位移随h/a的变化

Fig.6  Variation of displacement amplitude of left hill top with h/a=3.0 when D/a


