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群桩相互作用的近似三维弹性分析方法的建立
                    洪 鑫‘，’，杨 敏’
(1． 昆山市建设工程质量检测中心，江苏，昆山215337; 2． 同济大学地下工程系，上海200092)

摘要：群桩已不再具有圆形单桩的轴对称性，因此群桩的承载特性及群桩效应不仅受桩间距的影响，而且受群桩布
置方式的影响。为分析这些因素，基于Mindlin位移解，通过将桩沿桩表面进行三维剖分，建立了能够考虑群桩之间相
互作用的三维分析方法，同时该方法还能够考虑长短桩、不等直径桩之间以及有无刚性承台下的群桩相互作用。与现
有的方法相比，该方法能够取得较好的结果，即使群桩之间被夸大的效应减小了，桩顶荷载的分布更趋于实际工况。
另外，还得到一个有益的结论：群桩中的桩身摩阻力沿桩身横截面是非均匀分布的，位于群桩内侧的桩身摩阻力小于
外侧的桩身摩阻力。
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Analysis for interaction of pile groups based on three-dimensional
                         elast ic theory

                               HONG Xin1'2, YANG Mine
         (1. Kunshan Construction Engineering Quality Testing Centre, Kunshan 215337, China; 2. Geotechnical Institute, Tongji University,

                                                   Shanghai  200092,  Chi na)

Abstract: Unlike a single circular pile, the pile group is non-axisymmetrical. Therefore, not only the pile spacing but also the
pile group layout will have influence on both the bearing capacity and the pile group effect of pile groups. In order to analyze
these influential factors, a calculation method was proposed for obtaining the load-settlement relationship of the pile groups
with or without a rigid cap, using the Mindlin equation and the static force equilibrium equation. Additionally the proposed
method could consider piles with unequal length and diameter. Compared with the existing methods, the proposed method
could obtain more reasonable results which could decrease pile group effect and render a distribution of pile head load

agreeable to the fact. It was also founded that the distribution of friction around pile section was unequal, and the friction on the
internal piles was larger than that on the external piles of the group.
Key words: pile group effect; Mindlin settlement solution; three-dimensional elastic analysis; long-short pile foundation;
unequal dimension pile foundation

0 前   言
    桩基作为一种基础形式，已被大量工程使用，相
应的有关桩基工程方面的研究也越来越多，尤其在群
桩方面的研究［[1]。其中关于群桩相互作用方面的研究
主要有基于Mindlin解的弹性理论法[2-3]、基于剪切位
移法的弹性理论法［[4]、变分方法［[5-6]、混合法［[7]和有限
单元法［[8]等。这些方法（除有限单元法外）均假定桩
身摩阻力沿桩身横截面均匀分布，而实际上由于多根
桩在弹性半空间的布置将形成几何上的非轴对称性，
从而引起桩身摩阻力沿桩身横截面并非均匀分布的现
象，笔者曾在壁板桩的相互作用理论研究中也已发现

了这点现象［[9]，即非轴对称对荷载沉降特性有一定的
影响，对桩身摩阻力分布的影响较大（群桩相互作用
中，桩身内侧摩阻力的发挥小于桩身外侧摩阻力的发
挥），这种现象（即同一深度处桩身横截面上的摩阻力
不是同步发挥）在桩一土一承台模型试验中也己得以
发现［[10]。由于现有方法均假定桩身摩阻力沿桩身横截
面均匀分布从而使得桩与桩之间的相互作用被夸大，
导致在对群桩的承载分析时，对于刚性承台下的边桩
与角桩的荷载分配比值和柔性承台下的边桩与角桩的
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沉降差均高于实际工况。

    为了探讨群桩布置引起的几何非轴对称性对群桩
相互作用分析的影响，借鉴笔者在研究壁板桩相互作
用中的研究方法，即通过将桩沿桩表面进行三维剖分，
以Mindlin位移解考虑桩桩相互作用，建立了能够考
虑群桩之间相互作用的三维分析方法，从而考虑了桩
身摩阻力沿横截面的非均匀分布，同时对原有方法［191
进行了扩充，使其能够解决有无刚性承台下群桩的相
互作用，还能够考虑长短桩、不等直径桩、高低桩之
间以及有无刚性承台下的群桩相互作用。最后通过编
制的程序对一组案例进行了计算，得到了一些有益的
结论。

群桩基础，群桩中所有桩桩侧单元的摩阻力，桩端单
元的阻力对第J根桩桩侧土单元Ij中点产生的竖向位
移

、’一非客郭。一。二
 M   nb11 IS/i,bi J,K Pbi KK=1 i=1 (1)

式中，ISIj,LkJ,K和ISIj,bi: K分别表示第K根桩单元Lk上
的单位摩阻力和单元bi上的单位桩端阻力引起第J根
桩桩侧土单元Ij中点的竖向位移，或称竖向位移影响
系数，可以通过Mindlin位移解的双重数值积分得到。

    同理，对第J根桩桩端土单元bj中点产生的竖向
位移

1群桩相互作用近似三维分析方法的
    建立
1. 1群桩桩周土体位移与桩土相互作用力之间的关系

    对于一群桩数量为M，桩体弹模均为马的群桩基
础，设第I根桩的桩身直径为di（下标表示桩号），桩
长为ii；桩周土的弹模为EE，泊松比为vs，群桩桩顶
荷载为Pt。为考虑群桩之间的三维相互作用，对群桩
中的每根单桩进行如图1的剖分，并对剖分单元进行
编号，nI表示沿桩长方向的剖分单元数，nr表示沿桩
侧的剖分单元数，n。表示沿桩端半径方向的剖分单元
数，故桩侧单元总数为ns二nl*nr；桩端土单元总数为
nb=nr*no。分别用prjx和WIJK表示第K根桩中第I层的
第J个单元（记为桩侧土单元Ii）的桩侧土位移和桩
土相互作用力，分别用pbjK和WbjK表示第K根桩中桩
端第I个单元（记为桩端土单元bj）的桩端土位移和
桩土相互作用力，上标中的大写字母表示桩号，以下
的推导均采用此规定。

叮·哥M   n]   n,WbiJ        (112:ISbI,。二，。K＋全全，su，，        ,K，    KLk  + E j ISbi,biJ   Pbi
        “ s  \ K = 1  L = 1  k = 1         K = 1  i 二 l j

                                                 (2)
    由式（1)和（2)可以得到群桩中所有桩周土体
单元的位移与桩土相互作用力之间的关系，写成矩阵
形式为

          {ws}o =[Is]G{p}G，        (3)
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                图1桩体单元剖分示意图

        Fig. I Sketch map of elements of a single pile
    根据Mindlin位移解［[11]。假定桩周土体位移仅与
桩土相互作用力有关，因此，对于有承台和无承台的

式中 下标G代表群桩；{ws}G为桩侧单元及桩端单
元中点处土的竖向位移列向量；{P}G为桩侧单元摩阻
力及桩端单元阻力列向量，各有（(ns + nb)M个分量；
[IS] G为一（(ns + nb)M阶土的竖向位移影响系数方阵，对
于实际工程中群桩基础下部土体的压缩层为有限深或
不均匀土层为非Mindlin解答所对应的半无限空间地
基的情况时，可采取修正地基土的竖向位移影响系数
的方法作近似处理，具体可参见文献［12].
1.2群桩桩体位移方程连续方程的建立

    为了建立群桩的三维分析，首先需要建立单桩三
维剖分下的桩体位移方程，该方程可通过文献［[2］的桩
体一维剖分下的位移方程进行转换而得，一维剖分下
的桩体位移方程可由下式表示：

        { p'}＝［ Ip'] { wP } + { Y'}   o        (6)
式中｛P｝为桩周应力向量；{ wp｝为桩身位移方程向
量；{Y'}为系数矩阵，均有N+1个向量；[IP']为N
+ 1阶的桩体位移系数矩阵，N为沿桩深度方向一维
剖分的单元数，即为No

｛·：一｛爷。一｝T，             (7)



2007年
1 8 6 0

一、十1 ) x (、十1）       ，          ( 8 ) n
0

0

0

0
0

刁

．1

0

0

0

n

o
n
l
l

O

0

0

0

0

n

  叽
4(1/N)2

0

0

0

二
1

1 - 2   1

0

n

0

n

0

卜1
1

- 2

0

3 . 2

321

3 N d

  1

- 0 . 2

[Ip'] =
－5

刀
－
向

 
 

﹄1
1

－
，
尹
主

0   0   0

- 2

2

  41

3 N d

0

︵U

式中，1为单桩桩长，PO为桩顶荷载。
    令，1=1(N, vo=dl(2no), vr=2*n/nr。向量｛p｝中的
元素由下式可得：

沉降。

    对于群桩中的每一单桩I，对桩顶第一个单元进
行分析，可得

，     一客号一（一，一客粉
“‘一｝客客几，（＊一、一奇：（一，)  2一器瑞并）

(13)
(1<_i<_N), “。‘一衅‘·责（合，‘可一击“““了讨”
        式中，W1P，为第I根桩桩体第一个单元的沉降，p,lPI
（‘一N十‘，。 之，Ifip1; yr °

                                                   ( 9)

    将式（9)代入式（6)，经整理可得（具体推导过
程见文献〔13]):

       [B]{p｝一[Ip]{wP} +{Y｝一{p}  °    (10)
        fP一               ＿ITr，  ，止
式中{Y}一｝公“’‘”‘．0｛；‘IP］为一（N＋1）＊
（N＋1）阶的系数矩阵，其元素表示见附录；［Bl为一
伽斗1）＊（nl＊nf＋nr＊no）阶的应力叠加系数矩阵。
    ［B］元素可用下式表示：
      （1）当1三1丛N时

    对式（12）从第1根桩累加到第M根桩，并结合
式（11）和（12）可得

    全、了衅了
St＝5。，＝坦厂～一＋
        艺k‘

只
M

艺，厂d，vl‘
（14）

艺k‘8艺k‘

式中
    及耐产
kl＝一兰一－－‘二～。

        Zvl’
对于第1根桩， 由式（10）中的第一行等式可得

    犷vr（（1-1）＊nr＋1‘j‘1＊叹），
且二弋  ‘
    to（共它）。

。。＿兰班生玉‘一俨＋袱
f l l ，     内  ， 2 、 1 ‘

      v l - a l乙vl
（15）

联立式（14）和（15）可得
（2）1＝N＋1时

    a）j＞nr＊N，
    一1，     ．、，   （vn（j0-1）），）：，＿＿：    双，＝二《vnjo）‘一兰罕哭犷形子‘，jk＝J-nr；
    一unr““‘”‘             （耐·／4）

  b）其它时，凡二0，j0二jk一（劝k／no取整）＊n。。
    至此，建立了桩土三维方程。对于群桩桩土三维
方程的建立， 由于有无刚性承台其荷载传递的机理是
不同的，故分别建立有刚性承台和无刚性承台下的群
桩桩土三维方程。

      （1）有刚性承台下群桩桩土相互作用方程的建立
    对于有刚性承台下的群桩基础，桩顶荷载是未知
的，但桩顶沉降是相等的，故有

      及二J，又（J，vl‘p尸）
j ， ； r 一 长 罗
二PI一十一一―．一一丽―一一
4 n ， 2 下 ， ，  了
            6v l乙K
                                  1＝1

凡耐，艺尸衅3

vl‘，艺k’
压丛些班卫竺李wf’汤黑二。
  2vt’‘2可‘    一     ＿＿12心，－I
                          vl山代

                                                            1＝1

                                                （16）
  用式（16）代替式（10）中的第一行，从而消除PO‘
这一未知量，可用矩阵形式表示

      ［勿］。｛琳｝。＋｛Y｝。一［U］｛歹｝。  。      （‘7）

只＝几‘＋几，＋⋯＋POM
5，＝501＝502＝一soM

（11）

（12）

为了方便表述， 令，‘二一兰些玉
          2叱12

十些导竺
vl‘’艺k，

式中， 尸了表示群桩基础中每根桩的桩顶荷载，s0’表    二，＝
示每根桩的桩顶沉降，St表示有刚性承台的群桩整体

兀d，凡
ZvllZ

则式中［IP］o可用下式表示，
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(19)

中的的矩阵〔0为单元矩阵，[IP]G和［YIG矩阵可由下式
表示：

[Ip]G =r. ,I        r P＿    ＿        P_
f r。二1万了二-  u  . . .  u  . .· 一种上于0⋯      0

  ｛兰一一节上乞一
[0]N+1
[IP]N+1

(N+1)M

   (20)

   
   
M

      N
＋

    IP{P}G = [Pi ... PN1， Pb' ...... P,M ... ，；M,瓦     M PN  + Pb」    (N十，），，

              
八
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M
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  (24)

U（1，K）＝

式中，[IPI N+)‘表示第I根桩的桩体位移系数矩阵，可
由式（10）求得。
1.3群桩荷载沉降支配方程的建立

    假定在弹性阶段桩与土之间接触面上的位移协
调，因此有

        {Ws }G =[A]G{xpJG，     (25)
[A]G =

(I护  K).

0           
＂26

）

﹁
｜
｜
‘
｜
骊

(N+1)x(N+1)

                                                 (22)

     (2)无刚性承台下群桩桩土相互作用方程的建立
    对于无刚性承台下的群桩基础，其桩顶荷载是已
知的，而桩顶沉降却是未知的，故可直接通过式（6)
进行推广可得到类似于式（17)的方程，但式（17)

「[A](ns+nb)x(N+1)    [O](n,fol.   ... [A]. 十一
一    。。一‘？＿‘’‘＿＿    一。一‘飞‘拿’“““’
L-  - l ns+nb) x( i v+1)     -   l ( n, +n, ) x( N+1)

  101(n.+nb)x(、十1)
    [0](、十、）、（，十，）

... [A](n,+nb)x(、十1)

参考文献［13]，式中的矩阵［[A］可由下式求得：
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(N+1)x(N+N )

对于群桩中的每根桩都满足式（10)，故有
                    {p}G = [B]G {p}G (27)

[B]G =

［。］1[B] (N+1)x(、十、）
[O](N+1)x(、十、）

[O](N+1)x(、十、）
[0](、十1)x(n,+nb )

[O](N+1)x(、十、）
［刀］，（、十1)x(n, +nb)

[0](、十1)x(n,+nh )

(28)

[B]M（二＋1)x(?, +nb )[O](N+1)x(n,+nb )

                  x
M

                          M

门

l

w

e

一

一

式中，矩阵［B]r表示第I根桩的应力叠加系数矩阵，可
由式（10）求得。
    由式（3),  (17),  (25）和（27）可得

{P}G = ([A]G [IP]G一‘[U][B]G一［Is]G）一‘[A]G [Ip]。一‘{Y}G o
                                                 (29)

    解上式方程，可得到群桩中每根桩桩侧表面各单
元的摩阻力及桩端各单元阻力{P}G，将｛尸}G代入式
(24）可得桩体各单元的线摩阻力｛TI,，再将｛司。代
入式（14)即可得到桩体各单元的位移｛WP}G，最后，
对于有高桩承台和无承台的群桩，可以分别由式（12)

和（10)，计算得到各桩的桩顶荷载和桩顶沉降。

    当用上述方法算得的桩侧摩阻力（即剪应力）或

桩端阻力达到桩土界面的极限摩阻力（即达到滑移破
坏）或桩端的极限承载力时，可以对上述方法进行修
正，进行理想弹塑性分析，具体的修正过程可参阅文

献［121.

︷︷︸︸︸︷

－州备－，本文方法
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            图2群桩中＃1桩刚度比较

Fig. 2 Load-settlement ratio of pile No.1 for 3 X 3 pile groups
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2与现有方法的对比
    为了验证本文方法的正确性，本文选取了

Poulos"', Butterfield"', Randolph[4], Chow[]. Shen[5]
及王伟［[6]等用不同方法都计算过的案例，参数如下：
    一均匀土体中的3X3群桩基础，刚性承台，桩间
距、= 5r,；为桩体半径，土体泊松比vs二0.5，角点处

桩为1号，各边中点处桩为2号，中心点处桩为3号，
EP/G,=6000。计算中单元剖分数分别取nl二10,nr=4,
no=2进行了计算，#1桩、#2桩和＃3桩等效刚度P;l(GsrS,)
的变化分别如图2-4所示。

－ I -
J r 二 二 ～   － － ‘ 尸 －

·｝一平人刀拢一
  ． ～ 州 门 卜 ～ －

2 0     4 0     6 0     8 0    1 0 0    1 2 0

              图3群桩中＃#2桩刚度比较

 Fig. 3 Load-settlement ratio of pile No. 2 for 3 X 3 pile groups
    图2-4中的结果包含了Butterfield边界单元法、

Poulos相互作用系数法、Randolph剪切位移法、Chow
混合法、Shen基于幂函数级数的变分方法和王伟基于
双曲余弦函数的变分方法。比较结果发现，通过本文
方法得到的各桩等效刚度随桩间距的变化规律与现有
方法均相同，但“1桩（角桩）等效刚度普遍比现有方
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法要小，  #3桩（中心桩）等效刚度普遍要比现有方法
大，而＃#2桩的等效刚度与现有方法比较接近，说明通
过本文方法计算得到的角桩分担荷载值要小于其他方
法，而中心桩的分担荷载要大于其他方法。同时结合
目前现有理论与实际的对比结果，现有方法都夸大了
群桩之间的相互作用，导致角桩的等效刚度偏大，中
心桩的等效刚度偏小，而本文采用近似三维分析方法
有效减小了角桩的等效刚度，增加了中心桩的等效刚
度，使原被夸大的群桩之间的相互作用得以减小，从
而使得各桩的桩顶荷载差值减小，更接近与实际工况。

阻力发挥并非同步，这种现象与文献［10]中桩一土－
承台共同作用模型试验发现的一致，同时桩身摩阻力
非均匀分布也进一步解释了本文方法模拟群桩相互作
用能够有效减小群桩之间相互作用的原因，即同假定
桩身应力均匀分布的现有方法相比，本文方法由于考
虑桩身应力非均匀分布实际使得应力之间相互作用的
距离被加大了，从而使得群桩之间的相互作用得以减
/J"o

︷︷︷︸－－
W
︸

1

－
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－
－5

20    40    60    80    100   120
                   1/ r

                图4群桩中勺桩刚度比较

  Fig. 4 Load-settlement ratio of pile No. 3 for 3 X 3 pile groups
    最后选取一3X3的群桩案例进行了分析，其中r
=1.Om, 1=20.Om, s=5.Om, ES=25MPa, Ep=50
GPa, vs = 0.5，群桩顶部荷载为2000 kN，给出了离桩
顶4.5 m处桩侧摩阻力沿桩身横截面的分布图（见图
5)，从图中可以发现，桩身摩阻力沿横截面并非均匀
分布，而是桩身处于内侧的摩阻力要小于桩身处于外
侧的摩阻力，即同一深度处的桩身横截面上的桩身摩

3 结   论
    基于Mindlin位移解，通过将桩体沿桩表面进行
三维剖分，建立了能够考虑群桩之间相互作用的近似
三维分析方法，实现了能够考虑桩身摩阻力沿横截面
非均匀分布的功能，同时还能够考虑长短桩、不等直
径桩之间以及有无刚性承台下的群桩相互作用。通过
与现有的方法对比及一个案例的计算，得到以下结论：

     (1)本文方法得到的各桩等效刚度随桩间距
的变化规律与现有方法相同，说明该方法的可行性。

     (2)通过本文方法分析群桩的相互作用，可有效
降低群桩之间的相互作用，即减小了角桩的等效刚度，
增加了中心桩的等效刚度，使各桩的桩顶荷载差值减
小，更接近与实际工况，说明了本文方法的优点。

     (3）另外，发现群桩中的桩身摩阻力沿桩身横截
面并非是均匀分布的，而是桩身处于内侧的摩阻力要
小于桩身处于外侧的摩阻力，即同一深度处的桩身横
截面上的桩身摩阻力发挥并非同步，这与文献［10〕中
桩一土一承台共同作用模型试验发现的规律一致。

    有关该方法用于分析群桩的三维承载特性，及用
三维分析对桩的“遮帘与加筋”效应研究，笔者将另
文进行论述。

Butterfield方法
Poulos方法

－峨卜－本文方法

福

1 3

1 0

7

4

( a）角桩

辱1       4 kpa)        0 1-
(b）边桩 (c）中心桩

  图5桩侧壁摩阻力沿横截面的分布
Fig. 5 Distribution of lateral friction around piles
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