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      基于几何非线性的强夯加固机理分析
Mechanism analysis of dynamic consolidation based on geometric non-linearity

谢能刚’，宋修广2
(1．安徽工业大学机械工程学院，安徽马鞍山243002;2．山东大学土木工程学院，山东济南250018)

摘 要：针对强夯法加固地基机理的数值分析中存在的几何非线性情况，本文在应变一位移关系上采用大变形假设，建立基于有限
单元法的土体非线性动力平衡方程，给出该非线性方程的迭代计算格式。对一具体算例进行了非线性数值分析，得到了强夯作用
过程中土体动态响应的一般规律，为精确模拟分析强夯加固机理提供了有效途径。
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Abstract: During mechanism analysis of consolidation of foundation soil by heavy tamping method, this paper employs large deformation hypothesis
on the relationship between strain and displacement to make a non-linear dynamic equilibrium equation and to offer its iterative calculation form.

With a practical example analyzed by non-linear method, the general rule of soil response under dynamic compaction and an effective path to simu-
late consolidation mechanism precisely are obtained.
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                                               [ (8;k + ui,  k) 6kj ]， j  + Fi-ptc? = 0;      (1)
0引  言                   应变位移关系。ij  =  (ui,j + Uj,i + U, , 1uk,j )/2; (2)
    在目前各种研究强夯问题的理论和方法中，对土  应力应变关系C。 二Aea8。十2 Gee,        (3)
体的应变一位移关系，大部分研究者还都采用“小变

形”假定仁‘一3马  ，蒋鹏在文献[4」中认为地基在夯击过程
中的位移有很大一部分为刚体位移，提出采用“大变

形”假定，即考虑几何非线性，这是较为符合实际的，但
其在有限元求解中对非线性控制方程进行了线性化处

理，并未进行非线性迭代计算，并且推得的应变矩阵表

达形式有误（原文式（ll)行列式中第二行第四列应为
due/ddX2 )。因此在本文的分析中，将根据大变形假
设，建立基于有限单元法的土体非线性动力平衡方程，

推得基于几何非线性的应变矩阵表达形式，给出非线
性控制方程的迭代计算格式，并对实际算例进行真正

意义上的几何非线性分析。另外由于分析的侧重点，

在具体计算中，应力一应变关系采用钱家欢提出的加

卸载双线性强夯本构模型囚。

             dA(eij)/aEij  = 6ij;         (4)
位移边界条件（Su)      ui   =  ui； (5)
应力边界条件（Sp)      (Sik + ui,k)akjnj  = Pio (6)
    上述方程中的各物理量均以张量分量形式表示，

它们的意义分别如下：U‘为位移分量；。。为应力张量
分量；。ij为应变张量分量；F、为土体积力分量；P为土
体密度；A（eij）为应变能密度；ui,p‘为给定的边界位
移和边界外力；入和G为拉梅常数；8ii为克氏符号；ni
表示方向余弦。

1.2基于有限单元法的土体非线性动力平衡方程
    采用有限单元法，将强夯作用区域的土体离散化，
任一单元体上能量泛函为

11一｛一，班〔告尸，“‘曹仁N]T[N]3uJI1[ipTrU｝一”（一’]dv, +
1基于几何非线性的强夯问题分析
1.1土体大变形问题的基本方程
    将强夯加固地基的作用区域抽象为边界S围成的区
域口,x是其中的点，则土体大变形问题的基本方程为：
动力平衡方程（月）

式中

uleIFle + {ulelPleIdta        (7)
u1P,lIt l。为单元结点位移列阵和速度列阵；
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[N］为形函数矩阵；IFIe为单元内体力引起的等效结
点荷载；｛尸｝。为边界上面力和接触压力引起的等效结
点荷载。对式（7）进行变分处理，并令能量泛函变分为
零，得单元体动力平衡方程

011U},〕 二〔m]e1云}e +f [B]e{Uldve一（I FIe + I!}e)o(8)
式中 ［m]e= ]Jo[N]T[N]dve为单元质量矩阵；
「引。为单元应变矩阵，根据式（2)，应变位移关系为非
线性，因此「云」e为［。」。的函数，可写成

              [B]e = [B0]e + [BL]eo        (9)
式中「Bo]。为线性应变矩阵；[BL]。为非线性应变矩
阵。将式（8)两边对｛司。求导，得

dO[Iu}e] = JJd[B],'I6}dve +f [B]edIaIdveo (10)
由于｛6} = [D](IE｝ 一｛Eol) + }601,        (11)
式中，[D］为弹性矩阵，IEOI.   }6o｝为初应变和初应力。
因此dl6} = [D]d{EI = [D][B]ed}uleo        (12)
在式（9)中，[B0]e与结点位移｝ule无关，因此
              d[B],  = d[B, , ]eo        (13)
将式（12),(13）代人式（10)，并将式（9）代人，最终可得

    dO[lu}e] = {[ko]e + [kL]e + [ko]e}d}u}e, (14)
其中[ko]e= ]I [Bo]e[D][Bo]edve,.        (15)

  ［‘：〕一J[ I[BO]曹[D][BL]e+[BL]喜[D][BL]e+
         [BL]: [D][Bo]e}dve,         (16)

    少d[BL]e{6}dve＝［ka]ed}ule,        (17)ll
[ka]e称为几何刚度矩阵。

    若系统t时的单元结点真实位移为｛u(t)le，对函数
0在「l u(t)}。十△lute〕处作Taylor展开，其一阶近似为
浓「｛  ，川  、（ ：    注「   ，川：,dO.,  ,v101lu(t)Ia+o1uL） 二 笋！｛。（t）｝。）  ＋  （书主牛△｛。｛川
·     ·    ，    －·   ，   ，1·       ·      －       －，  ·」       －       。一’‘’e“d｛u｝厂’一’e‘1｛    。，e二｛，‘（，）｛e

二！m〕e，“（，，｝e＋皿〔”〕省，·｝d·e一（，尸‘。十‘尸‘e卜｛〔、。〕e十
［无：」。十〔凡。］e｝△｝“｝e二0。                            （15）
根据式（11），并取初应变和初应力｛。。｝、｛a。｝为零，得

  皿〔‘」：，a‘d·e＝  （〔、。：e＋  〔、：〕e）｛·（：）｝e。  （19）
将式（19）代人式（18），按单元集结并添加阻尼项，得整
体非线性动力平衡方程

势［｛u（t）｝ ＋△｛u｝〕＝［M］｝云（t）｝  ＋［C」｝泣（t）｝  ＋［K’」
｛u（t）卜（｛尸（t）｝ ＋｝尸（t）｝）＋［尤］△｝u｝＝0。     （20）
式中  ［K〕＝艺｛［‘。〕e十［‘：］e＋  ［k。」。｝；［K‘」 二

习｛［无。〕。＋ 「无＊〕e｝；  「C」为结构阻尼矩阵，可采用

Rayleigh形式，即
            ［C〕 二a［对］＋月「K’〕， （21）
式中，。＝二，声二。／。，。为结构阻尼比，。为结构基频。
1．3轴对称问题的应变矩阵
    对于轴对称问题，应变与位移间的非线性关系为囚
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式中，u为沿：向的径向位移，w为沿：向的轴向位移。
经推导得

〔。。〕。  ＝  〔：〕〔，〕，〔。：〕e＝省仁△。〕「‘：。，」。   （23）
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1．4非线性动力平衡方程的迭代求解格式
    （1）对任意时刻，，将根据系统小变形动力学方程
求解得到的｛。（t）｝小、｛云（t）｝小和｛滋（t）｝小作为大变形
动力学方程的初始迭代值｝u（t）｝1、   ｛泣（t）｝，和｛兹
（t）｝，。系统小变形动力学方程为
［M」｛兹（t）｝ 十［CO〕｛反（1）｝  ＋  ［KO〕｛。（t）｝ 二｛尸｝ 十｛尸｝，    （抖）
式中，［KO〕＝艺［无。〕e，［co］ 二。［对］＋月［KO〕。
    （2）根据大变形间题的应变与位移之间的非线性
关系，将｛u（t）｝1代人求得每个单元的「B：〕e，并根据
式（15）一（17），计算得到每个单元的［k。］。、［无：］e和
［k。〕。，组装得到毅K’」，和［天］】。
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为夯锤中心下部不同深度土体应力川：）与表面接触
应力P。的比值曲线；图4为夯锤中心下部不同深度土
体的沉降、（：）与表面沉降叨。的比值曲线。

   (3）将｛u(t)I,ju(t)I，和｝u(t)  、以及［K']、和
[K],代人式（20)，得到△Iul,o
    (4)采用线性加速度法，得到！时刻的下一次迭代
值｛u(t)Iz、{u(t)I：和｝u(t)I2o
    (5)重复（2）到（4）的步骤，迭代格式为：△｛司。＝
一【K]刃' (EM]Iu(t)I。 +[CI。 ｛  U(t)I。 +[K']nIu
(t)I。一［{F(t){ + {P(t川）;{u(t)I。十，_{u(t)I, +
o{uI,  ;Iu(t)}。 +, = Iu(t)I。十飞 (3/At）一｛u(t一△01
(3/At）一2{u(t一△‘）｝ 一｛u(‘一△t)I (At/2); { u
(t)In+I = I u(t)I,n+, (6/At2）一｛u（t一△t)I(6/At2)-
{u(t一△t)｝ (6/At）一2{u(t一△。）｝。其中，At为时间
步长，{u(t一△t)I、Iu(t一△t)｝和｛u(t一△t)｝为非线
性问题式（20）在卜At时刻的位移、速度和加速度。
    (6)迭代直至△｛uIM,五( 为事先给定的收敛判
据）停止。{u(t)IM、{u(t)I，和｛u(t){，即为式（20)
在t时刻的解。
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图2夯锤下部不同深度土体的轴向位移时程曲线

Fig.2 Time curve of axial displacement in different depth of soil
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不同轴向深度的应力比值曲线

3 Stress ratio in di日erent depth2算例分析
2. 1计算说明
    济南绕城高速公路工程，现场黄土地基，容重
19.0 kN/m3，夯锤重98 kN，落距10 m，锤底面积3.9
耐。对强夯的第一击进行计算，计算时输人的最大接

触应力为940 kPa，接触时间为90 ms，时程曲线简化为
等腰三角形，加荷模量取6000 kPa，卸荷模量取24000
kPa，泊松比取0.40，阻尼比取0.15。有限元离散区域
取垂直深度为16.0 m，水平半径5.0 m。土体底部边
界条件为“二w二0;侧面边界条件为w二0;表面非夯
击区的接触力为零。初始条件为ul,。二O,wI：二。二0,
u1，二o=0,wl‘二o =O, a 1,  =o二0,wl,_o二Oo
2. 2计算结果及分析
    图1为计算所得的夯坑形状，与现场实测情况较
吻合，实测的单击最大夯沉量为19.57 cm，计算所得的
最大夯沉量为20.11 cm，误差不到3%。图2为夯锤下
部不同深度土体的竖向位移时程曲线，由图2可见，随
着深度的增加，位移峰值出现的时间依次滞后，大小依

次递减，这反映了应力波在土体中的传播特性。图3
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Displacement ratio in different depth

3 结   语
    在强夯问题的分析中考虑几何非线性，在力学分
析上更为精细，在模型上更为符合强夯加固的实际特

征。本文给出的非线性控制方程和迭代计算方法为精

确模拟分析强夯加固机理提供了有效途径。
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        图1计算所得夯坑形状

Fig.1  The calculated shape of compaction crater
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