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多体系统非连续变形的弹性及弹塑性分析方法（(I)
―基本原理＊
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摘要 非连续变形是多体系统的一个重要特性。从一般的平面问题出发，建立了多体系统的非连续变形分析的分
区参变量最小势能原理，阐明了其理论基础，并推导了多体系统的非连续变形的弹性和弹塑性分析的整体控制方
程，探讨了其求解的数值算法。该方法能够仿真模拟多体系统的变形和应力，不仅能够对多体系统进行静、动力
祸合分析，而且还能够逐步模拟与预测多体系统的变形与应力响应及接触界面上的接触应力和相对运动等复杂的
非线性过程。
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Abstract Discontinuous deformation is a fundamental character of multi-body system. For the general plane
problem, divisional parameter principle of minimum potential energy is employed to establish the computational
model for discontinuous deformation analysis of multi-body system in this paper. Mathematical formulations of
global controlling equations of elastic and elastoplastic analysis of discontinuous deformation of multi-body
system are presented and the numerical solution approach is developed. The mothod can not only perform both
static and dynamic coupling analysis, but also conduct step-by-step simulation and prediction of deformations and
stresses of multi-body system together with complex nonlinear process such as contact stress and relative
movement along contact interfaces. The theoretical basis is established for numerical model of discontinuous
deformation computational mechanics.
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1    月q青

    随着科学技术和重大工程建设的发展，在岩土
工程和材料科学等领域经常遇到由不同特性的物体
所构成的复杂多体系统。关于多体系统性能的研究
已成为当前工程科学研究中的重要课题之一，而目
前研究主要集中在刚性多体系统【，一4］和刚柔性祸合
多体系统1，一8]；对于由刚体、弹性体和弹塑性体构
成的混合复杂多体系统，缺乏深入的研究。为此笔
者试图开展这方面的探索，在所建立的广义有限单
元和接触力元[9]的基础上，基于离散多体系统的分
区连续介质力学和子区间非连续性接触力元，提出
一种新的适用于多体系统弹性及弹塑性分析的数值
模拟方法。分区参变量变分原理(10]是解决边界待定
问题的一种有效的数学方法，不仅可以处理摩擦接
触问题，而且还可以处理材料的非线性或弹塑性问
题。本文据此分别考虑了材料的线弹性本构关系与
弹塑性本构关系，建立了多体系统非连续变形的弹
性及弹塑性分析的分区参变量最小势能原理，系统
地阐述了多体系统非连续变形的弹性和弹塑性分析
原理，给出了其整体控制方程的数学列式，并探讨
了其数值求解方法。

式中：b;, v;和a;分别为物体1的体积力密度增量，
速度增量和加速度增量；p，为物体的质量密度。注
意v; = iy , ai = v; = ii o
   (2）运动学上的几何增量方程
    任何物体内任意一点的几何连续性增量方程可
表述为

。一BI a，   au  ,         (2)
        戈“ 妙少

(3）物理学上的增量本构方程
当材料为线弹性时，其本构关系可表示为

             Q;  =  Di c i         ( 3 )

当材料为理想弹一塑性时，其本构关系可表述如

     ‘，一D; (Er-EP)

fP，十。，‘＋扩，司。

  e，F·翰伽，TEP = ag°la,i) (s"-SnP
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当关”二0时
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2平面问题边值方程的一般形式

    对于平面弹性边值问题，假定所研究的多体系
统由m个物体构成。已知时刻t的系统构形为s2
每个物体的构形为S2i，边界为S(f2;）二s; US, US.,
其中，Su为位移边界，S9为外力边界，sic为接触
边界，52＝艺d2;(i=1, 2,-m) S(.r）一U S(.(2;) .
该边值问题可表述为，在给定的边界条件下，求解
t十△t时刻多体系统的构形，即确定应力函数向量
增量［0二（二，Y) a, (x, Y) Y（二，Al及位移函数向量
增量［u二（x, y) u,, (x, AT和界面接触力向量增量
「o。 TsT，待定变量所应满足的基本控制方程包括：
   (1)力学上的动力平衡增量方程

式中：及为物体的弹性本构系数矩阵，对于线弹塑
性材料，可由杨氏模量式和泊松比。，来表达；尸和
g°分别为塑性屈服函数和塑性势函数；EP为塑性应
变增量；grip和8,P分别为t和t+L\t时刻的塑性参
数：衅为反映变形历史的强化参数。
    (4）多体间接触界面的本构关系

    以物体1和物体J相互接触为例，Sul表示其间
接触界面，pcply表示t时刻的接触力，pj表示接触
力增量，蔚表示t时刻两物体间接触点的相对距
离，式表示两物体间接触点的相对距离增量，则有
      fB Vj + grij夕·     f  p U"!!十Pilc二0        (5a)
其中，
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式中：几（）为流动距离函数，儿（）为屈服准则，几
为物体1在接触界面上外法线方向向量。上式的物
理意义表示当两物体间接触界面上应力未达到屈服

条件时，其流动距离为零，即处于锁定状态；反之

其流动距离大于或等于零，即处于分离或滑移状态。

   (5）边值条件
    位移边界条件为

        u,  = u,   在边界S"上     （(6a)

    应力边界条件为

   pi = BT (nrx9 my )61＝一P1在边界s9上（6b)

式中：Pi=[pi. RyIT ' Pi=IPi二Ply］ T为已知的面
力；n, r' n，为物体1边界面外法线方向相对于x与
y的方向余弦。

1 - e 2 - e 2 - 1 - e 2 - 1 - e 2 - e 2 - 1 - e 2

- 1- e2- e2 1- e2  1- e2- e2- 1- e2
 2 e o   4 e o   2 e 0 - 2 e o - 4 e o - 2 e o 1-

E. = f f-BI最，豪      )N,dQ, l & ay-/ffd x‘一
 K;° =[2c, 2c, 2c, 2c, 2c, 2c, ]T

  刃·阮狱粼狱然以』‘，
  刀·阮咫溉族咫族1T;P = A x.,2'.,3 A4t'.15 a,61 o
式中：e,二sin O, ; e2二yisinq, ; e,二I/cos q, ; eo二
11'h; , '为应力强度松弛变量，相当于剩余强度；
班为膨胀因子，当yr=1时的流动法则是相关联的，
当yi笋l时为非关联的，特别地，当yr=0时为无塑
性膨胀非关联的，yr<0时为塑性收缩非关联的。

4弹性及弹塑性分析的理论基础
3弹性及弹塑性广义有限单元

    根据广义有限单元的定义［[9]，当其本构关系为
弹性时可称为弹性广义有限单元，当其本构关系为

弹塑性时可称为弹塑性广义有限单元。任意弹性及

弹塑性广义有限单元1的位移插值函数（即其数学覆
盖函数）一般表达式可表示为

                u i  =  N1 U1         ( 7 )

式中：戈为位移插值形函数，认为广义自由度。
    对于任意弹性广义有限单元1的应力可表示为

                 a ,  =  Di c j         ( 8 )

    对于任意弹塑性广义有限单元If的应力有

         6, =D,(E，一sP)        (9)
同时它必须满足式（4b)-(4d)的约束条件。这里，
塑性本构关系采用Coulomb屈服准则及相应的流动
法则，经线性化后表示为

M,PD,E,U,一研及哪佃一哪）＋刀·
                   K;-MPa        (I  Oa)

APtsP二0,   17P>O, aPi0

其中

1-e, 一e, 一1-e, 一1-e,-e,  1-e,

-1-e,  一e,  1-e,   1-e,  一e, -1-e,

 2eo 4e0  2eo- 2eo- 4eo- 2eo

    从虚功原理出发，通过定义势能泛函几，，建
立了非连续变形计算力学模型弹性分析的分区参变

量最小势能变分原理， 由此可得到多体系统的整体
控制方程。

    在多体系统实际物理剖分的基础上，用点、线
和面将多体系统进行数学剖分而成为m个非连续子
区之和，在每个子区上可根据实际需要构造广义有

限单元，令其广义有限单元数为nei，各广义有限单
元间的不连续面（接触面）可用接触力元来处理。令
任意广义有限单元ij（表示第1个物体上的vi个单元，
以下变量符号中采用相同的标记）的物理覆盖为

A,;，有S(A;,,)= Sy USn USIi US,  ' S;;  ' S,9，  S和
瓦分别为位移边界、应力边界、接触边界和连续边
界。假设在It时刻，非连续变形计算力学模型的离散
系统的初始应力、初始应变、初始速度和初始加速

度分别为at，     。，  ，        V,和a,。在△t时间内，系统所
承受的体积力密度增量和外力增量分别为b和

歹，发生的位移增量、速度增量、加速度增量、应
力增量和应变增量分别为“，v, a,Q和e。对系统

施加任意小的虚位移加，对于任意广义有限单元扩，
外力所作的虚功增量及虚应变能增量为

6W,I-f BT (nX, ny)a,,(&t, )T ds+f_ (biu,,)T ds-
        勒                刃
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SAY＝一fBT(n二，ny)Q;1(Su;, )T ds+
          r r二T(a  al

      刀B’｛言’言｛‘。‘6u“”“‘’  ‘’‘b，
    根据虚功原理，外力所作的虚功增量等于虚应
变能增量，则有

rr（a、）·「耳孚，引、一（，一。、）ld：d，－
石 L 、 以  卿 j 」

丘帆）‘·
碍日踢

：“‘一巧’一‘再－

式中：u，为自变函数，风和刃为不参加变分的参
变量，它们必须满足接触力元和弹塑性广义有限单
元的约束条件。

    泛函几，的二阶变分为
          62HI，＝（6U，）T凡6‘，＞0（15）

    于是多体系统非连续变形的弹性及弹塑性分析
的分区参变量最小势能原理可以阐述为：在多体系
统的当前构形和给定的外力增量作用下，对于任意
子区1在满足位移边界条件的所有位移场中，其真
实的位移使总势能增量泛函HI，取极小值，其中接
触力增量及塑性乘子为不参加变分的参变量，必须
满足接触力元和弹塑性广义有限单元的约束条件。
这是多体系统非连续变形的弹性及弹塑性分析的理
论基础，由此可推得多体系统的整体平衡方程，再
加上接触力元19］与弹性及弹塑性广义有限单元的状
态控制方程，就可以得到多体系统非连续变形的弹
性及弹塑性分析方法的整体控制方程。

                              、

觉写p孙
k二矛，1公j，

艺
k＝1，1二1

    由于虚位移6“是任意的，故由此可得到多体系
统的动力平衡方程式（l）和力的边界条件式（6b），说
明虚功方程是系统平衡的充分条件。参照上面的虚
功表达式，对于任意子区1定义势能泛函几，为

几·客庐几心“‘’－
  乞价J伍a。一“）d‘d夕－

5非连续变形分析基本方程

j：l彻 通过分区参变量最小势能原理，利用Newmark

全  丁 “J
  子 ＿ 二 n

产一5伙US二‘     ＼
          叮   ，沙

时”积分增量格式，即一、△‘一函，／△，一合“，和
一＊、一压，·〔，一合万）al“，厅＝1／一万二”／。，

                                  、

艺写p孙
k二矛．1笋j

艺
k＝1，1＝1

全加几““‘’ （13）
          j二1月叮

式中：第1项为子区1内的总的势能增量，第2项
是塑性势能增量，第3项是外力和摩擦力势能增
量。ne，为子区1的单元数，嗯为子区1的塑性单元

a和刀为积分参数。加上参变量的控制条件，可以
得到如下非连续变形计算力学模型弹塑性分析的整
体控制方程：

了U-Cp（夕一刃）一几R＝F （16a）

‘二，、．，     二（日    日、＿＿＿＿
鳅。仕忌到勺二一纠二，了｝刀。叭，群＝试（哪－

                      、以 砂j
（16b）月协c一（G‘U＋G，c）＝0

此）。虚功方程用增量泛函的一阶变分的驻值条件
表示为

    6马，＝6U，r【鲜认＋Fa，一衅几哪（刃一哪）一

          C、凡一凡一凡，］         （14）
其中，

K，一艺K：，。，·全艺 堂cRijkl，
        j二l j二I k二1．1二I k二矛．1笋j

衬。恤＋丑）一Kfc＋“一0 （16c）

R，一艺艺 竺R州
J二Ik二11二Ik＝1．1袭j

CRijkl一匆NJ场d：，
        喻

凡＝艺嵘 Fa，·全婀、d‘d，。
      月为

          又c占c＝0， 又c多0， 咨c多0（16d）
M”刀石U-M“DGp（占p一刃）＋又p＝了今一Mp瓦（16e）
        又p占p＝0， 又p）0， 占p妻0（160
其中，

x·艺、，cp＝艺cp， ，cR一艺cR，，r＝艺；，
          1 二 1 矛 二 1 1 二 l j ＝ 1

其他符号的表达式见文［9］。
    方程（16）是弹塑性分析的整体控制方程，当不
考虑式（16a）中的塑性项和式（16e）及式（160，即为
弹性分析的整体控制方程，它是带有自由变量和等
式约束的线性互补问题，下面将探讨其求解方法。
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3i算法探讨

    对于上面的方程组（16)， 目前还没有有效的方
法来直接求解，下面将其转化成标准线性互补问题，
以便求解。

    由式（16a)，可求得
        。一二一，[CP(JP-6P)+CRR+F]      (17a)

    将其代入式（16b)，可得到
R=KR[HS‘一G‘K一，C,(oP-JP）一GcK一，F-G, ]

                                           ( 17b)

式中：KR = (G -K一，CR）－－  'R Y.
    将上式代入式（(16c)，可以得到
          AC +X二8° + XCPBP = Y°        (17c)
式中：X. = M°KRH ,  XCP＝一M°KRG°K一，C，,C.
Y°·二re一。̀R, + M·二R (G·二一，F+G,)+XcpBP

    将式（17a)和式（17b）代入式（16e)，整理可得
          AP+X二8° +XPPBP =YP        (17d)
式中：

X二＝MPDEK一，CRKRH, XPp=MPDEK一，CP -
MPDEK一，CRKRG°K一，Ct-MPDG", YP=K"-
MP6,-MPDEK一，F+MPDEK一，CRKR (G̀K一，F+
G,)+XppoP

    联立式（17c）和式（17d）以及互补约束条件式
(16d)和式（160，可以得到如下互补方程组：
               A+ X8 = Y        ( 1 8 a )
               A 6 = 0         ( 1 8 b )
其中，

导出了它的的整体控制方程，并给出了其求解算法。
特别是弹塑性分析将接触非线性和局部区域的材料
非线性（如弹塑性）祸合在一起，从而使得本文所提
出的多体系统非连续变形的弹性及弹塑性非分析方
法能够处理由不同特性的物体（如刚性体、弹性体
和弹塑性体）所构成的复杂多体系统的弹性及弹塑
性分析问题，并能够真实地再现多体系统相互作用
的性态，直接给出多体间相互作用的接触力或应
力。

    非连续变形计算力学模型相对如离散单元法和
有限单元法等传统的数值计算方法具有如下优点：
(1)能够处理多个不同特性的物体所组成的多体系
统的静动力祸合分析。  (2)能够处理连续和非连续
介质所组成的离散多体系统，系统的连续性与非连
续性直接由相互接触界面的Mohr-Coulomb摩擦接
触准则和相应的力学参数所控制。  (3)用数学规划
求解多体系统的接触问题，在每一增量步内仅进行
一次接触对的搜索与转换，大大减少了计算工作
量。

    下文笔者将通过具体的数值算例来探讨本文所
提出的方法的应用。
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