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平面P波入射下地下洞室群动应力集中问题解析解
An analytical solution for dynamic stress concentration of underground cavities
                      under incident plane P waves
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摘要：采用波函数展开法给出了半空间中洞室群在平面P波入射下动应力集中问题的一个解析解，数值结果表明，当洞室之间
距离较近时，洞室之间的相互作用对地下洞室群的动应力集中具有显著的放大作用，动应力集中系数可能达到单个洞室的3.5倍
以上，动应力集中系数峰值位于两个洞室相对的区域。
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Abstract: An analytical solution for dynamic stress concentration of underground cavities under incident plane P waves is given by wave
function expansion method. The numerical results show that interaction between two cavities greatly amplifies the dynamic stress
concentration, and the dynamic stress concentration may reach to 3.5 times that in single cavity case, and the stress peaks are located
between the two cavities.
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0 引   言
    我国的海城地震和唐山地震以及日本的阪神地震
等许多地震经验表明，强烈地震作用会造成地下洞室
结构的破坏［，一41。由于我国大部分地区为地震设防区，
很多地下洞室工程必须建在高烈度地震区，然而，国
内外现有抗震规范关于地下洞室等地下结构的条文都
十分简略，难以适应高烈度地震区地下洞室建设的发
展［[5. 6]，加之随着地下洞室施工技术的发展，洞室的
横断面越来越大，两个及两个以上洞室组成的洞室群
工程也越来越普遍，使得地下洞室群的抗震设计及其
安全性评价成为工程设计中巫待解决的重要问题。
    地下洞室（群）抗震问题的求解可采用数值法和
解析法。数值法包括有限差分法、有限元法、边界法
等，解析法即波函数展开法。数值法的显著特点是可
适用于任意形状洞室，而解析法在问题本质分析方面
有着数值法不可替代的作用，而且解析法还可用来检
验数值法的精度。20世纪70年代初，Pao和Mow[71
采用波函数展开法开创性地研究了无限空间中单个洞
室在弹性波入射下的动应力集中问题。随后，Lee181
Lee和Trifunac[91将解答推广到半空间，研究了半空间
中单个洞室对SH波的散射问题，这是因为地下洞室
实际上是位于半空间的，而且多属于浅埋。Balendra
等［[10］进一步研究了双隧道在SH波作用下的动力响

应，发现两个隧道之间存在相互作用。对于P和SV
波，因波在散射时的波型转换，问题比SH波要复杂
得多，直到最近，Lee等［[1’一‘3]采用大圆弧假定方法给
出了半空间中单个洞室对P和SV波的散射解析解。
    本文采用波函数展开法给出了半空间中洞室群在
平面P波入射下动应力集中问题的一个解析解，进一
步扩展了半空间中单个洞室的解［[12]，并研究了洞室之
间相互作用对动应力集中的影响。研究表明，洞室之

间的相互作用对地下洞室群的动应力集中具有显著的

放大作用。为节省篇幅而又不失一般性，本文以两个

洞室为例进行分析，多个洞室情况可由本文直接推广。

1 模   型
    图1所示模型包括两个镶嵌在弹性均匀和各向同
性半空间中的圆形洞室。洞室之间水平距离为dl，半
径和埋深分别均为b1和hl，半空间介质由拉梅常数人
和＃，以及质量密度P，确定，相应的纵波和横波波速分
别为as和0,
    一频率为。的平面P波以角度0a入射，在01坐标
系中入射P波和反射P波以及反射SV波势函数可以
分别表示为如下级数形式：
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式中ks。二w1as为纵波波数；ks。二wls，为横波波
数，Jn(x）为第一类Bessel函数；90为Sv波的反射
角，9a和9O满足sin ea / as = sin 9p / $s；时间因子
exp(-iar）己省去；系数
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产生的散射P波和Sv波可以表示为
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因右洞室产生的散射P波和SV波可以表示为
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因大圆弧假定西产生的散射P波和sv波可以表示为
叮，（r3，03）＝艺Jn，（气。八）（人，”＿cosn。氏＋及，＿sinn，乱、．
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式（11卜（16）中，万分，（x）和了。（x）分别为Hankel函数和
第一类Bessel函数。从物理意义上讲，他们分别表示
由口1向外传播的波、由口2向外传播的波、以及波在两
个洞室表面和大圆弧表面来回反射而产生的波，他们
在无穷远处均满足SorDrnerfeld辐射条件。

      （5）

    同样，在。：坐标中入射P波和反射P波以及反射
SV波势函数可以分别表示为如下级数形式：
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  图1模型

Fig．IModel

｛文一：： ｝＝一仁二艾鬓｝卜走2 2一‘i x s p气一凡，，     这样，半空间中的波势函数由入射波和反射波以
及散射波三部分组成：
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    问题的边界条件为两个洞室内表面零应力
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    为便于问题求解，采用一个半径非常大的圆弧来
模拟半空间表面（图1）。研究表明，随着大圆弧半径
b：的逐渐增大，解答将趋于精确解。

    当半空间存在洞室时，会产生散射波。因左洞室

（19）
（20）

（21）
    引入边界条件，可以求解波势函数（11） 一（16）
中的待定系数。因篇幅所限，具体求解过程不再赘述。
由于上述波势函数分别在不同坐标系给出，在引入边
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界条件之前，需要进行坐标变换［[141;  p波入射下平面
应变问题的应力表达式为［[7]

角分别为0° ,  30°和60°情况下，两个洞室内表面
环向动应力集中系数。

：，一二2，十2,c｛a2o十a（1 ayi)）      ，        (22)
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    求得波函数所有待定系数后，即可由式（24）求
得两个洞室内表面环向动应力集中系数［7］ 0

义尹伪

偏＝一州 （25）

式中：。一琳言。
    当两个洞室之间距离无穷大时，本文解析解退化
为单个洞室解析解［l2］。限于篇幅，不再赘述。

图2三个边界上应力随截取项数的增大趋干零（刀＝1．0）
Fig．2ResidualstressesonthreeboundariesaPProachingzero

（叮＝1．0）

耻0

2数值结果与分析
     首先来分析解析解的精度。解析解的精度由无穷
级数的截断计算来确定，可以通过边界条件（19卜（21）
＊。、、。，。、一，＿人。＊ 一。二、、，，。，，．，、2么
的满足程度来检验。首先定义无量纲频率刀＝全井， 几
  －一一一”一一”一‘一－－－－一’一  ’  几

为半空间中横波波长。在下面的计算中，取介质的泊
松比为0．25，则介质中纵波波速为横波波速的1．732
倍。本文实际计算中取大圆弧半径b：＝10000b；。
     图2和图3分别给出了两个洞室之间距离d；／认
二3．0，埋深为气／肠二1．5，入射角oa＝600，截取项
数依次取5，7，9和10，12，14，对应于刀＝1．0和刀＝2．0
两种情况，三个边界（19）一（21）上应力几和T泊的
收敛精度。可以看出，随着级数截断项数的增大，应

力幅值很快减小并趋于零，并且应力沿圆周的波动也

随之趋于平稳。可见只要截断项数足够大，应力就可

以足够小，亦即边界条件（19）一（21）得到满足。
     在具体计算中，级数的截取可以这样来进行，即
先取不同项数来计算，观察相邻计算项数之间的误差，

当该误差小于某预先设定精度时，即可用该项数作为

收敛计算项数。计算表明，随着截断项数的增加，误

差逐渐趋于零；当无量纲频率叮较小时，收敛较快，
当无量纲频率刀较大时，收敛相对较慢，这说明入射
频率较低时，所需截断项数较少，而当入射频率较高

时，所需截断项数较多。

     下面分析P波入射下洞室的动应力集中问题。图
4一图6分别给出了入射P波频率分别为刀＝0．5，
”二LO和”＝2．0、两个洞室埋深为hl／bl＝LS，洞室
之间距离分别为叭／瓦二2．5，5．0，10．0和105，入射
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  图3三个边界上应力随截取项数的增大趋于零（叮二2．0）

  Fig．3ResidualstressesonthreeboundariesaPProachingzero

        （叮＝2．0）

    首先，从图4一图6可以看出，随着入射频率的增
大，总体上动应力集中系数的空间变化由简单逐渐变

得复杂，动应力集中系数的幅值逐渐减小。

    当叮＝0．5时（图4），动应力集中系数峰值达到
11．7，出现在dllbl＝2．5、波。。入射情况（图4（a））；
随着洞室之间距离逐渐增大，可以看出，动应力集中

系数逐渐减小，如当dl／bl二10．0时，动应力集中基
本趋于稳定；当两个洞室之间距离趋于很大时，如当

dl／bl二105（图4（d”，洞室的动应力集中系数趋于
单个洞室情况（可以看出此时左右两个洞室的动应力

集中系数分布完全一致），而此时对应于波0“入射的
动应力集中系数为3．3；由此可以看出，洞室之间距离
对动应力集中具有显著影响，该影响可以达到3．5倍
以上，原因在于当两个洞室之间距离较近时，会造成

波在两个洞室之间多次反射，两个洞室之间的相互作

用比较明显，因而在两个洞室相对的区域会出现显著
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的动应力集中（图4 (a))0
    当”=1.0时（图5)，动应力集中系数的峰值出现
在dt lbt =2.5、波30。入射情况（图5 (a))，峰值达
到8.2,‘而相应单个洞室情况（图5 (d)）动应力集中
系数为2.9，相差仍达到2.8倍；同样随着两个洞室之
间距离逐渐增大，动应力集中系数逐渐减小。

    当”= 2.0时（图6)，动应力集中系数的峰值出现
在dtlbt=5.0、波30’入射情况（图6 (b))  ，峰值达

到4.0，相应单个洞室情况（图6 (d))动应力集中系
数为2.9，相差1.4倍；由此可以看出，动应力集中系
数峰值也有可能出现在洞室之间距离较大情况。

    由此可见，除入射波波长和入射角度等因素外，
动应力集中系数大小还取决于洞室之间的距离。
    最后值得说明的是，洞室埋置深度对动应力集中
也会有影响。因论文篇幅限制，将另文给出。
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Fig. 5 Dynamic stress concentration factors of two cavities (77 = 1.0)
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3 结   语
    本文采用波函数展开法给出了半空间中洞室群在
平面P波入射下动应力集中问题的一个解析解。数值
结果表明，当洞室之间距离较近时，洞室之间的相互

作用对地下洞室群的动应力集中具有显著的放大作
用，两个洞室情况动应力集中系数可能达到单个洞室

的3.5倍以上，动应力集中系数峰值位于两个洞室相
对的区域；随着洞室之间距离的增大，动应力集中系

数逐渐减小；随着入射波频率的增大，动应力集中系
数空间分布由简单逐渐变得复杂。
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