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摘要：讨论度量向量组的相对相关性指标、线性相关指标和最小相对范数指标。证明线性相关性指标和相对相关性

指标的等价性，并建立最小相对范数指标与线性相关性指标的关系表达式。应用实例结果验证了所得结论的正确
性。
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    AbStraCt：Relative dependence index，linear dependence index and the minimum relative norm index for measuring numeri—

    cal linear dependence of vectors were researched.The equivalent property of the linear dependence index and the relative de-

    pendence index was proved and the relational expression of the minimal relative norm index and linear dependence index was

    founded.  Numerical examples show the practicability of the results.
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    量组线性相关 性程 度 的 8一相 （  无 ）  关 的概念 ，并 将

1问题的提出    黧器鬈麓嚣譬箍耋蓑麓
    向量组 的数值 线 性 相关 性在 数值计 算 的过程   程度 的最 小 相对 范 数法 。何旭 初 、王泽 辉 和卢 秀

中具有非常重要 的作 用 。基 于古 典 的线 性相 关性   山等都对 数值 相关 性 这 一重 要 理论 给 出 了讨论 ，

理论 在 数 值 计 算 过 程 中 存 在 缺 陷 ，1978  年 何 旭   但 出发点 不 同且各 有 特 点 ，另外 三 者之 间的关 系

初 刮̈首先给出了向量组数值相关性程度的一种  至今尚不明确。
定量刻 画，分 别 给 出 了 向量 组 的总 体线 性 相 关性     为了讨论的方便 ，考虑 n个 m维 的非零 向量n.，

和相对线性 相 关 性 的定 义 ，讨论 了两者 之 间 的关  口：，⋯  ，n。的线性相关性 问题。以它们为列构成一个

系 ，并 给出 了它们 的一 系列应 用 。此 后 ，何旭 初所  m  ×  n阶的矩阵A，即A  =[口.  ，口：  ，⋯，口。]  ，这里仅限

提 出的 数 值 相 关 性 理 论 得 到 了发 展 ，其 中朱 慈  定讨论 m i n，且假定 向量组 {  口，  ，口：，⋯，口。}  在古典

幼 ∞’   将它应 用在 了病 态线 性方 程组 的条件 预优解    的线 性相 关性 理论 下 是线 性 独立 的，从 而其 子 组

中，李维 国等 ∞1  提 出 了 区间 向量 的数值 线 性 相关    {  口.  ，口：  ，⋯ ，口。}  也是线性独立的 。

性理论。但是，在 1996年王泽辉。刊给出了度量向
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2 三翌度量向量组数值线性相关性  赫篇等嚣麓三麓翟曼簇 81，口2'⋯’引 >
    /J，压    2.3  最小相对范数法
2.1  向量组的总体数值线性相关性和相对数值线    卢秀山等提 出了度量观测方程系数矩阵复共线

    性相关性    性的最小相对范数法 ，该法用指标 髟 来刻 画向量组

    古典 的线性相关性理论严密可靠 ，是线性代数  的线性相 关程 度 ，其 中 K丁的定 义如 下 ：矩 阵 A  =

的基础而重要的内容 ，但在数值 计算 中显现 了它的    [口.  ，口：  ，⋯，口。]  ，其 中口.  ，口：  ，⋯ ，口。为m维 的列 向量 。

缺陷。何旭初首先提 出了向量组的总体数值线 性相  按照 Gram—Schmit正交化 的方法 ‘9—101  将 A按列正交

关性和相对数值线性相关性 的概念。    化 ，得到矩 阵曰 =[6.  ，62  ，一 ，6。]  ，其中61  ，西：  ，⋯ ，6。

    设.max.I  I  口。II  =l  ，并且 G[口，  ，口：，⋯，at]  表 示为  为 m维 的列向量 ，且 西.  ，屯 ，⋯ ，6。之间两两正交 。分

向量组 {  口.  ，口：  ，⋯，口。}  的 Gram行列式 ，即 G[口.  ，口：，    别求矩 阵 A，曰 的列 向量 的范数 ‘111，组成 向量 A  =

⋯ ，口 ]̂  =deL辞 Ak=det（口’口，）  ，显然 o  ≤ G[n.  ，口：，    （  №，0， 0口：0，一 ， II  a。0）  ，B  = （  06.JI  ， I  I  西：” 一，

⋯ ’誓 ）茎盖裳詈 向量组 {  口，，昵 ，一 ，口。}  为一标准直 I协。II）  ，令 反 =牿 滞，则有 向量 瓦 =（蠡̈ 尼：.⋯ ，矗。）  ，

交系时 ，G[口，  ，口2  ，一，口。]  =l  ； K丁的定义为 K丁  =  min（  后l  ，尼2，⋯ ，后。）  。

    2）  当且仅 当 向量 组 {  口—  ，口”⋯ ，吼 }  线 性 相 关    由上所述 ，可 以给 出 K丁  ： 6，，K丁的大小取决于
时 ，G[口l  ，口2，一 ，口̂ ]  =0。    op

    定义 l[t 3  （总体数值线性相关性 ）  设 占为给定  6，。由 Gram。Schmit正交 化 过 程 的特 性 可 以判定 ，

    篙 篆，曼.涕 耋勉 嚣挺 釜 芝辫嚣魏黧蜷纛 翳
    数 艿，0  <6≤ 1  ，有 G：[  口.  ，口2  ，⋯ ，口̂ ]  ≥  6，称 向量组    忆 ¨ 。

    {  口，  ，口：，⋯ ，口。}  为 6一线性独立。    计算 勺 =。格前，则 由 Gram—schmit正交化 的特性有

  定义2̈’  （相对数值线性相关性）  假定向量组  恬.0 — — ..
{  口.  ，口：，⋯ ，口。}  为古典意义下线性独立 （  已规 范化 ，  k =—拦 甫≤ （后”后z，⋯，血n一-）  ，对 于不同的A（j）对应

即'max怯。II  =1）。规定     着不同的 后。   ，记为 后。.i  ）  ，因此 K丁的实 用计算公式 为

Ec‰ .I  吼，口：，⋯以 ，  ={堕萧 等 丢 ’口̂，'口k+1 3、，v2    杉 2主 K。.：芝 安 函蔷 ，芸 辜’之 是 可 的上指标 ，K。：

为向量 口。+.关 于向量组 口，  ，n：  ，⋯ ，n。的相对数值相    是 K丁的下指标 。若 K丁≤ Ko.  ，则 矩阵列向量 间存在严

关性指 标。设 占为 给定 的正 小 数 ，O  <  8  < 1  ，若  重的复共线性 ，称矩 阵病态 ；若 K丁≥ K。：  ，则称矩 阵

E[口。+.I  口.  ，口：  ，⋯ ，口。]  ≤  占，称 向量 口。+.关于向量组    为 良态 ；若 Ko-≤  K丁  ≤Koz  ，是一种中间状态 。值得注

{  口.  ，口：  ，⋯ ，口。}  为 俨 线性相关 ；若对某一正数 6，0  <    意的是 ，K。，和 K。：的大小需视具体问题而定 。

拿盖誉轰篙麓 ”.冀葛 ’菇主2誉卷？量吼“关  3 主要结果及应用实例
2.2  向量组的线性 伊 相关性    考虑 向量组 {  口.  ，口：  ，⋯ ，口̂+.}  （忌  ≤ n  一1  ）  的数

    向量组的线性 争 相关的概念 由王泽辉提出 ，这  值线性相关性问题 。在 向量组规 范化的前提下 ，由定

一概念与总体数值线性 相关性 的概念 关系密切 ，其  义 l  及定义 2可得 O≤G÷[nl  ，口，  ，⋯ ，口。]  ≤ 1  和O≤

定义如 “？：     E[n̂+l I  口l  ，口2  ，⋯ ，口‘]  ≤   1  ，而 由 2.2及 2.3  可直接

    定义 3'  71  （线性 81相 ‘霉 ’  关）  规定 P[口t+-I    得 P[口。+.1  口，，口：，⋯ ，口。]  ∈[o，+  ∞ 1和o≤耵 ≤
    l    ‘  ̈ '—    ⋯ t    、， -—— ，    ’

口̈ % ⋯，口t J  =  m1嚣II口t+t  一荟 c熙 0为 nt+-关于 向    1  。由于将 向量组规 范化 并不影 响古典线 性相关性 ，

量组 口.  ，口：，⋯，口。之 P线性相关指标对于给定 的小  故 在 计 算 {口，  ，口：  ，一 ，口。+.}  的 P 线 性 相 关 指 标

正 数 占 >0，若 P[口☆+1 I  口1  ，口2  ，⋯ ，口 ]̂  ≤  占，称 口&+l与    P[口̂ +l I  口l  ，‘口2  ，⋯ ，口̂ ]  时 ，可 参 照 定 义 l  和 定 义 2的

口.  ，口：  ，一，口。在 占意义下线性 相关 ，或称 口，  ，口：  ，⋯ ，  做法 ，先将 {  口.  ，口：  ，一 ，口。+，}  规 范化 ，然后再 进行 相



应的计算 ，则 0  ≤  P[口。+，I  口.  ，口：  ，⋯，口̂ ]≤ 1  。为此 ，    题 （1  ）  的最小二乘解为

可以得到下面的结果。    c  =（AjAk）一’  A：口。.    （2）
    定理 1  若 向量组 {  口.  ，口：  ，⋯ ，口。+.}  古典线性独  其 中 A：A。和 A知。+.分别为

立 ，则 P[n☆  +  1 I nl  ，口2  ，⋯ ，口̂ ]  =E[口̂+l I  口I  ，口2  ，⋯， /i（口1，口1）  （口l，口2）  ⋯  （口1，口̂ ）  、

吼1 0证明  由定义3，    AjA。：l‘82：口1）  （口2'口2）  ⋯ （口2：%）I，

P[口。+，I口.  ，口：，一 ，口。]=  min}I口。+.一 ：三cini JI.    L（口t，口-）  （口t，口z）  ⋯  （口t，口t）/
    ‘：1 /i（口l，口̂+1）、

    对 P[口。+.1  口.，口：，⋯ ，口。]的求解等价于求解线  A。口。+.：I‘82’一“l’}

性最小二乘 问题 ：  min矿（c）。其 中/（c）=寺 （吼+-一    I（口。，  口。+.）/

A。C）’  （口。+.  一AkC）  ，向量 C  =（c.  ，c：，⋯ ，c。）7，矩阵    可用 Gramer法则来求解式 （2）  中的未知量 C，其分

Â：（口.  ，口2，⋯，口̂）  。    量具体如下：
    求解 V，（c）  =o得 ：A：  Akc  =A：口̂+.  。因此 问

    r（口l  ，口1）  ⋯  （口l  ，口”一1）  （以1  ，口☆+1）  （口t  ，口J+1）  ⋯  （口1  ，口̂ ）  、

c，：.吴—detI（口z，口.）  ⋯  （口z，哆，一.）  （口z，口*+，）  （口z，口，+-）  ⋯  （口z：口t）l： （一{害‘一’△，.    （3）
’  ‰  l    ；    i    ；    ；    i    l    ‰

    \（口̂   ，口1）  ⋯  （口̂   ，口”一1）  （口̂   ，口̂+.1）  （口‘，口”+1）  ⋯  （口̂   ，口☆）/

  ‘其中
    /i（口1，口1）  ⋯  （n1，以j—1）  （口l，口”+1）  ⋯  （口1，口☆）  （nl，口女+1）  、

△，：detl（口z，口.）  ⋯  （nz，nJ一-）  （口z，口j+-）  ⋯  （口z，口t）  （口z，‘lt+.）l，G。：det（AjA。）.
。    I  ；    ！    ；    i    ；    l

    \（口t  ，口.）  ⋯  （口̂ ，口”一1）  （口☆，口，+1）  ⋯  （口女  ，口̂ ）  （口☆，n̂+1）/

从而 由式 （  1  ）  ～ （3）  可得  K丁  =  min{  P[口：  I  口2，⋯  ，口̂一1]  ，P[口2 I  口：，口3  ，⋯ ，

P2[口“.1 l  口l  ，口2，⋯ ，Ⅱ̂ ]  = I  I  n +̂.1  一A （̂AjA ）̂—‘A：口☆+l II2=    口☆一1]  ，P[口3 I  口：，口2  ，口4，⋯ ，n 一̂1]  ，⋯ ，P[口☆I  口：  ，42  ，

口：+l口̂+I一口：+1 A女（AjA ）̂  一1A：口̂+1=    ⋯ ，口̂一1]  }  .

麦c cnt+.，口t.+.，Gt+高 c  一，  ，‘一”+1 c吩，%“，今，2    知 ，P.∥1口：乏 譬 ：，i—篡？0‘兰菇 童 ≥’等 拿耋盎嚣 兰

    f    ‘口—   ，口t+t'1    的最短距离 ，即 口：在 si一·的直交补 sit.上的投影 的

  l d。tI    AiAt    ⋯ I=    范数 ，若设 向量 y为 口.在 sj一·的直交补 鞋 ，上的投

‰  I    （口t，口“-’I    影，则P[n：  I  口：，口：，一，口i一.]  =Ily o.
    L（口-  ，口t+.）  ⋯  （口t，口t+.） （口t+，  ，口t+t）/    假设对 （口：，口：，一 ，口.）  实施 Gram.schmit正交

G[口.  ，口”⋯，口t，口t+-]/Gt 2 E2[口t“I n̈ 口z，⋯，口t].    化得 （西：  ，6：，⋯ ，6：  ）  ，其 中 6：  有如下表示 ：

主：：：i写‘三‘若，l矗￡毒；口2'⋯ '口̂ 1  >o及 E‘口̂+l I  口1’口2'  6：：口：一詈詈}{毫—，6：一 ·一言≥i{.三专三与—瓦—一，，i  ≥ 2，

P[口t+-I nt  ，口z，⋯，at]=E[‰ .t l  口.  ，口z，⋯  ，口t].    贝0 6：均与 口：，口：，⋯ ，口：一，正交 ，即 6：  ∈si—。，。

  定理2  若向量组口̈ % ⋯，口t古典线性独立，    ‘根据指蒜每的，；过程，可得一

篇 搿裟鼍鬻采 窖一，喊I易，叫，易i书一等静.一等静 ⋯
以l  ，口≥毒箸影岛实用计算公式，则 煮譬丢’、6i一.√≥2.



    从 而有    口.=（19.5，24.7，30.7，29.8，19.1  ，25.6，31.4，

七.=I  I  6.IyII  口.0=1  ，    27.9，22.1  ，25.5  ）1‘，
ki= I  I  西i I  I/l  I  口.0=    口2=（43.1  ，49.8，51.9，54.3，42.2，53.9，58.4，

怯一·筹 争，一篑静 ⋯ 一器 》 0 52.2'49’？：嚣f盗 2，37.o，3̈ ，30.9，23.7，27.6，
——————————————————————————————————————————7.————z———————————————————————————————————————— =

    lI  口fII    30.6，23.2，24.8）‘.，

”口i一肇静 一，{岢 z⋯ 器 扣 忙 鬻 嚣戮嚣 糍 害翥鬈麒用
l喊 0=P[《l  口̈ 口：，⋯，口i一.]  ，i  ≥2.    解  记矩阵A，：[  口：  ，口：，口，]  ，并计算其 QR分

因此由K丁的定义，可以得到    解得
K丁=min（尼一，五z，⋯，‰）=  min{1  ，P[nz l  口：]，P[n，    ～    r足，1    n    -  J _

I口：，口：]，⋯，P[口̂l口：，口2，⋯，at一1]}. 量‘2：【n J，

若考虑K丁的实用计算公式，则    r一1.0000  —o.995 8  —0.9849—I
K丁 =  minl  P[口：I  口：，一 ，口：一t]，P[口z I  口：，口：，⋯， .R，：l    o    —o.091 6  一o.0390 1.

口̂一1]，P[口3 l口：，口2，口4，⋯ ，口I一1]，⋯，P[口：l口：，口：，    L  o    o    —o.168 8J

⋯，口t—t j  }  .    所以A3 A3=（Q7 A3）’  （QjA3）  =R；  足，  ，从而
    推论 1  若 向量组 口1，口2，⋯ ，口I古典线性独立 ，    G[口：  ，42，口3]  ：det（硝 足3）  ：2.3890  ×10“.

其对应的单位化向量组为口：，口：，⋯，口。，则    同理可求得
K丁  =  min{  1  ，E[口2 I  口：  ]  ，E[口3 l  口：  ，口2]  ，⋯ ，E[口t I    G[口2，口3]  ：o.031 1  ；G[n：  ，口3]  =o.0300；G[口：  ，口2]

口l  ，口2  ，一 ，口̂一lj  }  ，    =0.0084.

若考虑K丁的实用计算公式，则    从而由定义l  得
K丁  =  min{  E[口：  I  口2，⋯ ，口：一1]  ，E[口2 I  口：  ，口3，⋯ ，    E[口：  I  口2，口3]  = o.0876，E[口2 I  口：  ，口3]  =o.0892，

口：一1]  ，E[口3 I  口：，n2  ，口4，一 ，口̂一1]  ，⋯，E[口七I  口：，口2  ，    E[口3 I  口：  ，口2]  =o.168 8.

⋯，口。一.]  }  .    故可得
    证 明  由定理 1  和定理 2即得所需结论。    min{  E[口：  I  口：  ，口，]  ，E[口：I n：  ，口，  ，]  ，E[n，l  口：  ，矗：]  }

    推论 2  若 向量组 口，  ，口：，一，口。古典线性独立 ，    =0.087  6.

其对应 的单位化 向量组为口.  ，口：  ，一，口。，且考虑 K丁的    因此考虑 K丁实用计算公式 ，可得 K丁  =0.087  6.

实用计算公式，则度量其数值线性相关程度的线性  故有
相关指标有如下关系：    G[口：  ，口：，口，]  ≤  KZ.
G[口：，口：  ，一，aI]  ≤  K丁≤ E[口。l  口：，口：  ，⋯ ，口：一.]  =    例 2  考察 向量 （1  ，一1）  和 （108  ，108）  分别 在

P[口&l  口：，口2，⋯，口̂一.].    G[口.  ，n2  ，⋯，口&]  和Ky’意义下的线性相关性。
    证 明  由定理 1  及定理 2可直接得 到    解  令 口.=（  1  ，一1）’，口：=（  108  ，108  ）T，将其

K丁  ≤  E[口t I  口：，n2，一，口：一1]  =P[以̂ I  口：，口：，⋯ ，    进行规范化得到

口--J.    （4'    6.：10—sf焦一固，易，：f焦固.
设存在下标 iEZ，使得    1    \2  '  2/’‘  \2  '  2/

，，     G[口：，以，⋯ ，口：j    分别依据 G[口，   ，口：   ，一，吼]  和矽 的求解过程 ，可
Ⅳ 2 —万 —_———_—— _ ———_彳.    z“
    bL口l，⋯ ，口i一1  ，口i+l  ，⋯ ，口̂ J 千导

    由 o≤ G[口：  ，一 ，口：一.  ，口：+.  ，⋯ ，口：]  ≤  l  得    G‘}[西，  ，易，]  ： lo—s  ，K厂  ：1.

    G[口.  ，口：  ，一 ，口。]≤ 研    （5）    因此按照定义 1  ，向量系 （口，  ，n：）  接近 1  一相关 ；

    由式 （4）  和（5）  可得    而以 可 度量 （口，  ，口：）  的线性相关性 ，向量系 （口.  ，口：）

G[n：，口：，一 ，以]  ≤ 矽 ≤  E[玩 l  口：，欲 ，⋯ ，n：一.]  =    是完全独立的。由此 可见 ，向量 组 的总体线性 相关

P[反 I  口：   ，破 ，一 ，口：一.].    性既考虑 了向量之 间 的夹角 对线性相关 性 的影 响 ，

    例 1  已知向量    也考虑 了向量 的长度 对线性 相关性 的影响 ，而 可 只



考虑了向量之间的夹角对线性相关性的影响。    [5]  朱慈幼.病态线性方程组的条件预优解法——数值相

    值得 注意的是 ，在定理 1  的讨论 中，若事先假定    关性理论的一个应用[  J]  .高等学校计算数学学报，

向量 组 {  口，  ，口：  ，⋯，n。+，}  已单 位 化 ，则 不 但 结 论    1981  （2）  ：97-106.

P[口t+-I口-，口z，‘一，nt].=E[nt+.I口-，口z，⋯ ，ne]成    zHudci—youlThe pre—condi'ioning me'hodf'or.s01Vi“g，ⅡI

立 ，而且仍就有 0  ≤ G 2[口1  ，口2  ，⋯，口‘]≤  1和 0≤    nume，ical Dependence f J 1  .Nume。ical Mathematics A

E[口☆+l I  口l  ，口2  ，⋯ ，n̂ ] ≤ 1  ；若 向 量 组 {  口l  ，口2  ，一 ，    Journal chinese universitles，l981（2）  ：97.106.

口。+.}  既没有单位化 ，也没有规范化 ，则结论 P[口。+。I    [6]  李维国，沈祖和.区间向量的数值线性相关性[J]  .石

口1  ，口2  ，一 ，口☆]  =E[口̂+l l  口1  ，口2  ，⋯ ，口☆]  依然成 立 ，不    油大学学报 ：自然科学版，1999，23（4）  ：88-91.

同的是 G：[nl，劬 ，⋯ ，吼]∈ [o，+  ∞ ）和 E[n̂+.l    L1 wei'guo’。sHEN。zu'hel.Num8ri081.1ine87d8pendence

    — ]    r n .    、     Petroleum，China（  Edition of Natural Science）   .1999，23
口，  ，口，  ，⋯  ，口。 l ∈ [O ， +  ∞ I. — ’ ’

— ‘  一 。  ‘ 。 ，    （4）  ：88—91.
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