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一般退化中立型微分系统解的存在性及通解
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摘  要：讨论了对于退化矩阵E不是方阵情形的一般退化中立型微分系统的解，基于退化的常微分系统解的

存在性条件，通过定义可解阵对和基础解以及利用拉普拉斯变换，给出了一般退化中立型微分系统解的存在

性条件以及通解表达式。
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Existence of the solution for the general degenerate neutral

differential system and  the general solution

.    ZHANG Hai l'2 ，    JIANG Wei 1

（1. School of Mathematics and Computational Science， Anhui University， Hefei 230039， China； 2.  School of Mathematics and Computa

tional Science， Anqing Teachers College， Anqing 246011， China）

Abstract：This paper deals with the solution of the general degenerate neutral differential system when

the degenerate matrix E is not square.  Based on the existence condition of the solution for singular or-

dinary differential systems， the existence condition of the solution of the degenerate neutral differenti-

al system as well as the general solution are obtained by defining the solvable matrix pair and funda-

mental solution and using Laplace transformation.
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    近年来 ，关 于退化 时滞 微分系统 的研究 已经
    __- ___

成为系统理 论 和应用 学科 的新 课题 1-10]  。本文

研究了下述较一般的退化中立型

条件以及通解问题

少。本文首先通过定义可解阵对来讨论系统（1）

解的存在惟一性，然后通过定义基础解以及利用

微分系统相容性  Laplace变换，给出系统（1）的通解表达式。

  fE士（￡）  一 Ax（t） +Bx（t- 1）  +

  < Ci（t- 1）  +，（￡）  ￡≥  0  （1）

  lx（t）  一  cp（t）    - 1  ≤ t≤ 0

其 中 x（t）  ER”  ，E，A，B，C∈R”×”，，（￡）  ∈R“，

rank  （E） <n。

    这里总假定 A的列 向量线性无关。

    对于系统 （1）的研究 ，一般考虑的是 m  =  n情

形 ，文献[1]给 出了在 m=n情形下 的常数变易公

式和通解表 达式 ，而对 min的情形研究得 比较

1  预备知识

    定义 1  对于任何方阵 PERn踟，如果存在一

个矩阵 Pd  满 足 ：①  PPd  一PdP；② PfPPd  一∥ ；

③  （J。一PdP）P一0。

    则称 ∥ 为矩阵 P 的 Drazin逆 ，其 中 Z  是矩

阵 P 的指 标 ，亦 即 使 得 rank  （P+l  ）  一  rank  （■ ）成

立的最小非负整数 ，记作 ind（P）  一Z  o

    定义 2  对于矩阵 E，AER利“  ，若 A的列向

量线性无关。定义 EA  =（YE  ）dY，l，∈  P×州满足
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    （J。，一Ay）（Ey）“一 0， YA — J。  （2）

则称矩阵对 （EA，y）为 （E，A）的可解阵对。

    引理 1 L43  ① EA  —EAEEA  ；②  （ EAE  ）2  一

EAE  ；③  AEAE  — EEAA  ；④  EAAY  一 EA  ；

⑤  EAAEAE  = EAEEAA  — EAA  ；⑥  AYEEA  一

EEAAY  一 EEA  ；⑦  EAEYE  一YEEAE  ；⑧ [（ln -

EAE）YE]'= （In_EAE） （YE）'  （h=ind（YE》.

    考虑退化的常微系统

    + Irym t）  一Ar（￡）  +，（t）  ￡≥  0    ，.
    \ ⋯    \0，

    Lr（0）  = Zn

其 中 ，z （t）  ∈ 尺”  ，E，A ER“硒，厂（  ￡）  E R⋯，

rank（E）<n，假定 A 的列 向量线性无关 。

    引理 2[6]  对于系统 （3）  ，（EA，y）为（E，A）的

2  主要结果

可解阵对 ，ind（YE） =h，假定 ，（z）具有 矗阶导数 ，

则系统（3）存在惟一 解 的充分必要 条件是下列 2

式成立

  （L - AY）∑ （EY）‘，‘i’  （￡）  一 o  （￡≥  o）  （4）
    i=0

    （L - EAE）xO一
    一̂1

    - （In—EAE）∑ （YE）iY ‘i’  （0）  （5）
    i=0

并且在此充要条件成立时 ，系统 （3）的解为
    r'
  x（t）  一 eE'AtEAEx.+ l'  e—A（rr’EA，（r）dc-
    Jo

    一̂l

  （In - EAE）∑ （YE）iYf  ‘D（￡）  （￡≥  o）  （6）
    i=0

    先分析系统 （1）的可解性 。

    定理 1  对于系统（1），（EA，Y）为（E，A）的可解阵对 ，ind（YE） =h，假 定 ，（￡）  ，9（￡）具 有 h+l  阶导

数 ，并且 （J。-AY） （EY）'B =O，（Im-AY） （EY）iC=O，（i=0，1，2，⋯ ，̂ ），则系统 （1）存在惟 一解 的充分必

要条件是下列2式成立
    土
    （Im -AY）∑ （EY）'f ）  （￡）  一 o  （￡≥  o）    （7）

    5：一，
    ：—二

    （J。一 EAE）cp（0）  一一 （J。一EAE）∑ （YE）2y[却 ‘i’  （一 1）  + 唧 ‘斗1’  （一 1）  +  厂i’  （o）  ]    （8）
    i=0

    证 明

    （1）  充分性 。利用分步法分析 。当 ￡∈  [o，1]时，系统 （1）变为

    f Ex（￡）  一 Ax （t）  + Brp（t-l）  +Cy（t- 1）  +，（￡）  O≤ ￡≤ 1

    【x（0）  一  伊（O）

此为退化的常微系统 。由假定的条件及（7）式 ，可得

    （Ln - AY）∑ （Ey）i  [却 “’  （￡- 1）  +CtP（抖1）  （￡  - l）  +  厂“’  （胡 一 o

再 由（8）式并根据 引理 2知 ，系统 （1）在 ￡∈  [O，1]上存在惟一解 ，且其解 为  .

    x（t）  一 e—血EAEIpco）  + l：eL！A（t-rEA[一B妒（r -1）  +a扫（r- l）  +/1（r》dr -
    V V

    h-l

    （Jn - EAE）∑  （YE ）"Y[B9“’（￡- 1）  +唧 ‘计”（t- l）  +  广 ）  （踟  （t  ∈ [o，1l）    （9）

    类似分析 ，当 ￡∈[1，2]时 ，系统 （1）的解也存在惟一 ，系统（1）在[0，+oo）上存在惟一解。

    （2）  必要性 。如果系统 （1）在[O，+oo）上存在惟一解 ，则系统 （1）在 [0，1]上其解也存在惟一 ，故 由

引理 2并结合假定条件知 ，（8）式成立 ，（7）式在[o，1]上成立 。同样 ，在[1，2]上系统（1）式 的解也存在惟

一 ，从而（7）式在 [1，2]上也成立。由归纳法知，（7）式在[0，+oo）上均成立 ，证毕 。

    定理 2  设 系统 （1  ）满足定理 1  的条件 ，则系统 （1）同解于下述系统

    { 二

    ￡）  一 EA[Az（￡） +Bx（￡  - 1）  + Cx （t - 1）  +厂（t）] -
    -    _
    h- l

（In - EAE ）∑ （YE ）'Y[一Bz （+1） （t - 1）  + Q （1+2）  （￡一 1）  + /（i+l） （t）]  ￡≥ 0    （10）
    i=0

￡）  一9（￡）  -l  ≤t≤0
证明  在系统（1）的两边分别左乘 EA  及（In_EAE）Y，可得
    _    .
    EAEj（￡）  一 EAA_Z （t） _I_EABr.（￡   - 1）  + EACj（￡- 1）  + EAf1（￡）   （11）
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    （In - EAE）YEx （t）  一 （In - EAE）Y [Ax（￡）  +Bx（￡- l）  +Cx（￡-1）  +厂（t》    （12）

利用引理 1  的（2）式和（7）式 ，可把（12）式变为

    （In - EAE）YE[（L - EAE）x（t》  一 （In - EAE）Y [Ax （t）  +Bz（￡- 1）  +Cx（￡- 1）  +厂（t》   （13）

注意到 YA =In ，ind（YE） =h，把整个（In _EAE）x（t）当作未知函数 ，迭代 （13）式  h-l  次 ，可得
    h-l

    （In - EAE）x（t）  一一 ∑ cin - EAE） （YE）iY[Bx'i’  （￡- l）-l-CX （i+l）（￡  一 1）  +  厂∽（t）]

    芒，
    ：—_：

    （L - EAE）x（t）  一 一 ∑ （I. - EAE） （YE）"Y [Bx （i+l）  （￡一 1）  + Cx （1+2）  （￡一 1）  +  /弋汁1’  （t）]

把（11）式与上式相加，可得    .
    x（t）  一 EA [Ax （t） +Bx（￡  - 1）  +Cx（￡  - 1）  +  厂（t》 -

    2
    （In - EAE）∑ （YE）iY[Bx （i+l）  （￡一1）  +Cx （+2）  （￡- 1）  +厂（m’（t）]    .（14）

从而在满足定理 1  的条件下 ，系统（1）与系统 （10）同解 ，证毕 。

    下面定义基础解 ，利用 Laplace变换给出系统 （10）即系统（1）的通解表达式 。

    定义 3  若 X（t）满足

    （X（t）  i EA （AX （t）  + BX  （￡  - 1）  +CX（￡  -1）]一
    I h-l

    j    （L—EAE）∑ （YE）iY[Bxa+n （t  -1）  +  Q 0
    、    i=0

    l v，、  fJ。    t  = 0

    [ALt’一\0 -1  ≤t  <0
    ' 1  ≤ t  < 0

则称 X（t）为系统（10）的基础解 。

  定理 3 若 X（t）为系统（10）的基础解 ，且 YB YE =YEYB  ，YCYE =YEYC，则

    X（￡）  一 L一1  [H一1  （A）  ]

（15）

（16）

    凡一l
其 中，H（A）一Ⅱ。_EAA  一  e-AEAB—Ae一1EAC+e一1Eili-l （L _EAE）（YE）iy （B+，lC）。
    Z=U

    证 明  在（15）式两边实行 Laplace变换 ，可得 H（A）L[X（￡）]一X（O）  一L，从而

    X（￡）  一 Lq[H一1  （A）]  （17）

    定理 4  设 系统 （1）满足定理 1  的条件 ，且 YBYE =YEYB  ，YCYE =YEYC，则系统 （1）的通解为
    rt    r￡

    x（t）  =X（t） cp（0）  +J ox（t - O）EABcp （O- 1）U（O） d0+j.X（t - O）EA厂（0） d0+
    r￡    rz
    IXct_O）EACCO（O_ 1）d0- l _X（t - 0- l）EACcO（O）  d0  -
    J O    J o

    h-l    一.

    ∑ （In - EAE  ）（YE）iYl：X（t-O）  [B∞‘斗，’  （臼- 1）  +COJ‘湘’  （0- 1）  + f（州’  （臼）]出 +
    i=0    0“

    h-l    ..

    ∑ （In - EAE） （YE）i YBl‘  x（斗1’  （￡一日- l）  国（0） d0+
    i=0    Jo

    h-l    ..

    ∑ （L - EAE）（YE）i YCI  ：X‘汁21（t-0- l）  co（O）  d0
    i=0    Jo

    ，。  一 ，    f忐∞“’  （O）.i    .、，、

其中，X（t）为系统 （10）的基础解 ，u（臼）一{： .|.二，，叫（￡）一{岛 i！  。    一 。  。

    . 卜Lu弋口弋1    l’够（￡）’  一1≤￡≤0

    儿 [z（￡）]一P（o）  一 Ê AL[z（￡）]+ e.忸哆BL[z（￡）]+E悃 l。P（￡一 1）e-出+EAL[厂（￡）]+

    AeAEAcL[z（￡）]  +EACL[比 一+1）]一Ap EACL[叫（￡）]一
  
、，
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由于
    L[z‘}H’  （￡  - 1）  ]  一 Ai-I-l  er AL  [z（￡）  ]  +  L[cI（i+l>  （￡  - 1）]一 A'+l  e_ AL[cD（￡）】    （19）

将 （19）式代人 （18）式 ，经整理可得

    ⋯ ⋯ 广  ，.、]    ，̂、  I  rvID r1  ，.    1、_-Atl.IvAT广r，.、]Ird，1r广  ，.    1、]
    Jl\̂/LL山̈ ，J一 *、u，  TL"I）JoP't    l，‘  CUTLLLJkC）_lTL-LL硼u    上/J

    Ae_  AEACL （co（t）] - （I。- EAE）∑ （YE）"Y {BL[cu‘|牛1>  （￡一 1）] +CL[血，“+2’  （￡一 1）]  +
    i=0

    h-l

    L[一∥  斗1’  （t）]）  + （In - E"E）∑ （YE）"Y{一B丸斗i  e_  AL （co（t》 +Q 沣ze_tL[∞（￡）]）
    i=0

于是
    T广  ，t、] II-]  ，，、  ，̂、  Iu-1  ，，、DAU f1  ，.    1、_-Atl.  l  II-]  ，，、DAr广rrt、]  I
    “Lxu7-J    “  uUy\u7  ’“  ü uDJ Oy；'L    上7 L utl“  V̈ 刖～'L.Iu7 J ’

    h-l

    （J。一 EAE）∑ （豫 ）iYL[x（￡）]  .{BL[∞‘斗1’  （f一 1）]+cL[∞‘汁2’  （￡一 1）]+ L[厂（{+  1’  （￡）]）  +
    i=0

    h-1

    （J。一EAE）∑ （YE）fy{皿 [x‘斗1’  （￡一1）]  .L[∞（￡）]+CL[xc斗2’  （f一 1）]  .L[∞（￡）1）
    i=0

对上式两边取 Laplace逆变换 ，即有

    ，.、    v，.、  ，n、  I rt y（，    n、L''n  ，n    iYr T，，1、】九l  f'  v，.    ，1、I7Af，，1、Jn I
    山¨7    nu7y、u 7  'J onu    u 7_J叫 、V    上，u、u7uu'J onu    V7_ J、V7uv‘

    一̂1

    色\I” “D，\lD，1 J 04” v/‘⋯ \v 上/1⋯ \v 上/lJ \uL.uuI    ≤

    l= 0

    一̂l

    ≤    ”J 04    ⋯ 上，⋯\v7uv‘    ∑ （L — E Ê ）  （Ⅷ ）iY    ：斗 1’  （￡ .

    1=O

    一̂1

    ≤    。J o“    ” 上/⋯”～⋯    ∑ （L — 酽 E ） （Ⅷ ）iY  ㈣ （ ￡ .    （2 0 ）

    l=0

这即为系统 （1）的通解 ，证毕 。

    [7]  Jiang Wei.Eigenvalue and stability of singular differentia1
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