
一类矩阵族的特征值问题

    设 A，B是 升×，2实对称矩阵，曰正定，求 AER

使得矩阵A-旭 的秩小于 n-l，这样的问题就是众

所周知的广义特征值问题。对这问题已有很多的讨

论[1-3]  ，并在实际工程中有广泛的应用。文献[4]提

出了另一类特征值问题：设 A，B，C是已知的，z×咒

实对称矩阵，找 A+  ，卢’  E  R，使得 A+ +̂  曰+卢’  C的

秩等于 n-2.文献[4]中仔细讨论了当 n=3  的情

形，给出了这个问题的计算方法，并讨论了这类特征

值问题在求解一类常见的二维非线性分支方程中的

应用。鉴于这类特征值问题与有限维分支方程的求

解有密切关系，本文对[4]中提出的问题作一般性的

讨论，并给出了求解这类矩阵族特征值问题的计算

方法，此方法是构造求解此类问题的扩大的正则方
程组。

1  扩 大 的 正 则 方 程 组 的 构 造 与 正 则 性

    的证明

    设 A，B，C是 ，z×咒实对称矩阵，欲求 A’  ，∥’  使

得 A+，l’  曰+卢’  C的核空 间的维数为 2.以下用

Null（A+，l‘  曰+户’  C）表示 A+ ’̂  B+∥’  C的核空

间，为此构造如下的扩大方程组：

    f（A+凡B+pC）x=0；

    l（A+九B+卢C.）J，+  （.r，b）x+ay=0；

    <（x，工）一1一O；     （1）

    l（y，y）-1=0；
    【（工，y）一0.

    这是一个具有（2n+3）个未知量，（2n+3）个方

程 的 非 线 性 方 程 组 ，（z，y，A，卢，盯）  ∈R"  XR"  ×  R  ×  尺

×R为未知量 ，西∈R"  为一个常向量 ，只要满足（工。  ，

6） =O，（y‘  ，b）≠O即可 。

    设 （x’  ，J，’  ，A’  ，∥’  ，0）是方 程 组 （1）的一个解 ，即

下式成立 ：

    +A’  曰+卢‘  C）x’  =0；

    +A‘  曰+l/C）y’  +  （x’  ，b）x‘  +Oy‘  =0；

    ’   ，工。   ）-1=0；     （2）

    “（y’

    （（x'
    ‘  ， y ’  ） = 0 .

    -}翘
    ，T 一

（工’  ，y’  ，A’  ，卢’  ，0）处 为 以 下 （2n+ 3）  X  （2n+ 3）阶

方阵D：
    O  Bx'  Cx'  0  -

    D*    R...  ，1，，。  。。I
    ’    。    ’  I
    u    U    U    U 1.

    2y*    o    0  0l
    '..1    n    n nI
    一 一

甘^ n。  .I，。
，、 _ 7一  ⋯ ‘’

    定理  若 以下二阶行列式的值不为零 ，即：

    ’  ，工’  ）  （Cx’  .x*

    I （Bx.    、J≠   o，     （3）
    ’    ’  ，

则上面行列式D非奇异。

    证 明  只要证明 V（h，七，rl  ，r2，r）ER”XR"XR

XRXR，均有线性方程组 D（矿 ，kT，，。.  ，r。，T）T=O只

有零解 。即有以下齐线性方程组 ：
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D'  h+riBx’  + r2Cx‘  =0，

厶，h）x’  +D’  忌+riBy’  +rzCy* +ry’  =0，

工.  .̂）=0，    （4）

y’  ，k）=0，

y'  ，̂）+（x’  ，”一0.

只有零解。事实上 ，由方程组（4）的第一和第二个等

式有 ：

    D‘̂ 一（A+A'B+∥‘C）h=

    -ri Bx’   -r2Cx‘   ；     （5）

    D’七一（A+A+  B+∥‘C）k=

    -（6，h）x’  -ry’  -riBy’  -rzCy’    （6）

式（5）的两边分别与 x’  ，J，’  作 内积，得 ：

    （Bx‘  ，工’）-r2（Cx’  ，x’）=0，
    （7）

    由假设 （3）知式（7）只有零解 rl=r2=0.式（6）两

边分别与 x‘  ，j，’  作内积，并将 r，=  r2=0代入 ，得：

    .6，h）  （x’  ，工’）=0，
    （8）
    ’（j，’  ，J，’  ） =0.

由式（8）知 r—O，（b，h） =0.

    将 r.=  r：=r一（6，h） =0代入式（5）  ，（6）得 ：

    }A‘曰+卢’C.）̂ =0，
    （9）
    .卜A’  曰+卢’  C）k=0.

由式 （9）得 ：

    lix' +12Y’  ，
    弋，    uu，
    L‘’    川

其 中，Z.  ，Z：，m，  ，m2∈R.将式 （10）代入方程组 （4）的

第 3，4，5式和 （6，h） =0中得 ：

崔

工’  ，.x‘  ）  =0，

（j，‘  ，y’  ）  一+0，
    （11）

y’  ，y’  ）+m1（x’  ，x‘  ）=0，

6，x+  ）+Z2（6，y‘  ）=0.

可见，ll=lZ-/Tll=7Tl2=0，所以h=k=0.

    总之，h=k=0，rl=r2=r=0，证毕。

2  几点说明及例子
    以下对上一节提出的方法的具体实现作一些具

体的说明。

2.1  关于向量  6的选取问题

    按上一节要求应选取6使之满足：

    （x’   ，6）   一0，（y+  ，6）70. （12）

其 中 x+  ，y‘  是 Null  （A+），*  B+V’  C）  中彼 此直 交的

两个单位向量。由于
    x'  ，  y'  ENull  （A+，l’  曰+∥‘  C）

是可以任意选取的 ，条件（12）等价于 ：

    6各  （Null  （A+，YB+卢”  C））上.    （13）

因为（Null  （A+A'  B+∥’  C》.I是 R”  的一个 n-2  维

子空间，其测度为零 ，所 以当随机选取 6ER”，西≠o

总可以认为满足（13）  。

2.2 初值的选取方法
    为了用牛顿方法求解扩大方程组（1）  ，初值的选

取是至关重要的。假定通过 问题本身的分析或其它

方 法 已 知 一 个 接 近 （A‘  ，卢+  ）的 （A7，∥’）  ，则 初 值 （工∞’  ，

y‘∞，A‘∞，∥ ，∥o’  ）以及 6可按如下方法选 取：z∞’，

y（o，  取为 A+ⅣB+∥’C按模最 小和次小特征值对应

的特 征 向量 。A'o’  一 A7  ，L，co）  一p7  ，∥。）  =0，b=x‘∞.

2.3  一个计算 实例

    0

    晌    4= I n  -‘  il
    '    l    ⋯ 1
    LU    上    -V一

    广6  0    2]

    D— I n  9    n I

    l n    n    _1
    _    __    _____

    0

  当 A’  =9，∥’  “-7时 ，

    Null（A-I-，I’曰+卢’  C.）=span{.r’  ，y*  ）.

    1    1    \T

    厂“‘ 广2）    吒 ’ √ _ 乏

容易验证 ：

    ‘  ，x’  ）  （Cx’  ，工’

    l r Rx。    、I—V厶f“
    设 已知初值 A7  —8.8，∥一-6.8，按本节说 明的

  初值选取方法 ，用 牛顿迭代 法求解式（1）  ，经二次迭

  代得：
    Al一8. 991 7，∥l一-6. 992  91；

    A2—8. 999 09，∥z一-6. 999  31.
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The Eigenvalue Problem of a Type of Matrixes

Qin Xiaoying         Zhu Zhengyou
（College of Sciences of TUT）   （Shanghai University）

     Abstract  ：When A+，lB+fzC is a type of matrixes ，we can find A=入+ ，V-=P-* by constructing

the expanded regular system of the equations to let the rank of A+Ar B+口 C be n-2.

     Key words ：extended eigenvalue；  expanded regular system of equations ；
                   Newton's method of iteration
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